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Résumé

Ces notes reprennent la matiére d’'un premier cours de théorie des modéles. Dans le
premier chapitre, nous introduisons la notion de L-structure et de son groupe d’automor-
phismes, ainsi que diverses constructions : unions de chaines, produit direct, produit réduit,
ultraproduit.

Dans le second chapitre, on construit les £-formules, et on les interpréte dans les L-
structures. On définit la notion d’équivalence élémentaire entre deux L-structures. Nous
démontrons le théoréme de Los sur les ultraproduits et nous obtenons comme corollaire le
théoréme de compacité.

Dans le chapitre trois, on aborde la notion de preuves et on démontre le theoréme
de complétude qui établit une correspondance entre la notion de satisfaction (dans une
structure) et celle de preuves (dans une théorie).

Les chapitres quatre et cinq sont consacrés aux corps algébriquement clos et réels clos.

Dans le chapitre six, on introduit la notion de sous-ensembles définissables et infiniment
définissables dans une structure donnée. On définit ce que veut dire qu’une théorie a 1’élimi-
nation des quantificateurs et on illustre cette propriété dans les corps algébriquement clos
et réels-clos.

Les quatre derniers chapitres sont centrés sur les propriétés des classes de structures.
Dans le chapitre sept, on démontre les théoréme de Lowenheim-Skolem.

Dans le chapitre huit, on munit les espaces de L-théories d’une topologie naturelle.

Dans le chapitre neuf, on démontre le théoréme d’omission des types et le théoréme de
Ryll-Nardweski sur les théories Ng-catégoriques.

Dans le dernier chapitre, on revient sur les théories modeéles-complétes et on démontre
le critére de Lindstrom.

Il y a trois annexes, ['une sur les algébres de Boole, 'autre sur les ordinaux et cardinaux
et la derniére sur quelques exercices résolus.
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Chapitre 1

Structures et groupes
d’automorphismes

1.1 Definition d’une structure
Si E est un ensemble, on notera |E| le cardinal de E.

Définition 1.1.1 Un langage L est un ensemble de symboles que l'on sépare en trois
groupes : symboles de relations, de fonctions et de constantes; aux symboles de relations et
fonctions est associé un nombre naturel non nul, que 'on appelle arité. Le langage L sera
donc composé de :

relations R; d’arité m; > 1, j € J,

de fonctions F; d’arité n; > 1,7 € I, et de

constantes ¢y, £ € L.
Les ensembles I, J, L peuvent étre éventuellement vides (et donc le langage £). Si le langage
L ne contient pas de symboles de fonctions, on dit qu’il est relationnel.

A ce langage L est associé une classe de L-structures, o une L-structure A consiste
en :

1. un ensemble A non vide (que 'on appelle domaine de A),

2. de fonctions FiA : A" — A (ou n; est arité de F;); le domaine de FZ-“‘l est égal a

A™Moqel,

3. de relations R;-“ C A™i (ot mj est l'arité de R;) j € J,

4. d’éléments 624 de A, (€ L.
On notera cette L-structure A := (A, FA(i € I), Rf‘(j € J),ci (¢ € L)). On dira que FA,
R}“, 024 sont 'interprétation des symboles du langage £ dans la structure A.

Soient £, L' deux langages, L est une expansion de £’ (ou que £’ est un réduit de £)
sill'C L.

Soit £ = L' UL" avec L' N L" = (. Soit A une L-structure, on peut voir A également
comme une L'-structure que 1'on notera par A | £’ (on dira que c’est un réduit de A).
Si B est une L'-structure et si on se donne une interprétation des symboles de £” dans B
on obtient une expansion de B que I'on notera B,. Notez que ces opérations ne changent



pas le domaine des structures, et qu’a langages donnés, une structure peut avoir plusieurs
expansions mais un seul réduit.

Lorsque 'on impose des conditions sur I'’expansion, la réponse n’est pas aussi immédiate.
Par exemple, on peut se poser la question suivante : étant donné un groupe commutatif,
quand est-il le groupe multiplicatif d’un corps?

Exemple 1.1.2

1. L:={FE}, ou E est un symbole de relation binaire et
o NV := (N\ {0}, EV), ou EN(a,b) := {(a,b) € (N\ {0}) x (N\ {0}) : a divise b},
e Q:= (Q,E?) ot E2 := {(a,b) : a < b}, ou < désigne lordre habituel sur les
rationnels,
¢ QXQ = (QxQ, E9XQ), o3 EQXQ .= {((a,b),(c,d)): a<cou(a=cetb<d)}.
On appelle QQQ le produit lexicographique de Q par Q.
o 2y := (Z,E??), ot E*? := {(a,b) : a,b € Z,a.b # 0 & vy(a) < v,(b)}, p est un
nombre premier et vy(a) est la plus grande puissance de p qui divise a.

2. L = {+,—,c} ot + est un symbole de fonction binaire et — est un symbole de
fonction unaire et ¢ un symbole de constante
o Z:= (Z,+%,-2,c%) ou +%, —Z sont les opérations habituelles + et — sur les
entiers et 0 = ¢Z,
e S, = (Sn,—i—S", —5n ¢ "), ot Sy est l’ensemble des permutations sur n éléments,
+5n est la composition des permutations (notée habituellement o) et si o est une
permutation, — (o) est la permutation inverse (notée habituellement c='), et 1 =

¢Sr o 1 désigne la permutation identité.

3. L:={+,—,<,c1,c2}, ot + est un symbole de fonction binaire, — est un symbole de
fonction unaire, < est un symbole de relation binaire et c1, ca sont deux symboles de
constantes
o Z, = (Z,+3, %0, <Z",clzo,c2°), ot +%o, —Zo sont les opérations habituelles +
et — sur les entiers et <Z° est l'ordre habituel sur les entiers, 0 = c{° et 1 = c5°.
Notez que la structure Z, est une expansion de la structure Z.

4. L :={+,—,.,c1,c2}, ot + et - sont deux symboles de fonctions binaires, — est un
symbole de fonction unaire, c1, co sont deuxr symboles de constantes,
o Zy:=(Z,+%, -1, .Zl,clzl,cfl), o +21, =21, .21 sont les opérations habituelles
+, — et - sur les entiers et 0 = cfl etl= 0221,
o M := (My(Z), +M, M M M M) ou M,(Z) désigne l’ensemble des matrices
n x n a coéfficients dans 7, +M, =M M désignent les opérations habituelles dans
l’anneau des matrices n X n respectivement +, —, -, C{M est égal a la matrice 0, et cévl
a la matrice identité.

5 L:={+,—,.,<,c0,c1} et
e R := (R, +R R R <R,c§,c713), ot les fonctions 4+, —,. ont leur interprétation
habituelle, < est l’ordre habituel sur R et 0(7)2 =0, cF=1,
e Ry = (R[X], +™1, -1, -Rl,cgzl,c?l, <Ry, on
R[X] :={>" gan.X": a; € R, 0 <i < n}, les fonctions +,—,- ont leur interpré-
tation habituelle dans 'anneau des polynémes, 0(7)31 =0, c7131 =1cet
<Ri={(Xr,a. X", > o b;. X7) 1 ai,b; €R,0<i<n,0<j<m,anby #0,
(n<m ou(n=mé&a, <by))}U{0,p(X)): p(X) e R[X]\{0}}.



6. L:={+,—,.,exp,0,1} et
e Rezp = (R, Rewp _Reap  Reap eppResp (Rewp 1Rewp) on +,—, 0,1 ont leur in-
terprétation habituelle dans le corps des nombres réels et
expRer :R 5 Rix — > 20 %
o Copp = ((C,+¢”P,—¢”P,.EelP,O¢EIP,1€61P,exp¢”f'), ot +,—,-,0,1 ont leur inter-
prétation habituelle dans le corps des nombres complezes et
expterr 1 C — Crz— Y00 2.
Larestriction de €., au langage {+, —,-,0,1} est la structure € := (C, +%, ¢, .¢,0%,19).

Exercice 1.1.3

1. Soit L := {E}, ou E est un symbole de relation binaire. Montrer que l’on peut voir
un graphe comme une L-structure.

2. Soit L :={+,—,.,c1,c2}, ot + et - sont deux symboles de fonctions binaires, — est
un symbole de fonction unaire, c1, co sont deux symboles de constantes. Montrer que
l’on peut voir une algébre de Boole comme une L-structure.

Cette fagon d’écrire les choses peut paraitre peu naturelle mais la théorie des modéles
s’'intéresse pour un langage donné L, & la classe des L-structures. Pour alléger les notations,
quand le sens est clair, on s’autorisera & noter directement l'interprétation des symboles du
langage £ dans une L-structure donnée A, en omettant de mettre Pexposant FA, RA, ¢A.
Par exemple si £ := {+,0} et si on veut considérer le groupe multiplicatif des rationnels
non nuls comme L-structure, on utilisera simplement la notation (Q \ {0}, -, 1).

Définition 1.1.4 Soient A, B deux L-structures. On dira que A et B sont isomorphes s’il
existe une bijection f : A — B telle que

1. pour chaque symbole de fonction F' de £ d’arité n, et pour tout ai,- - ,a, € A,
fFA(ar, - ap)) = FE(f(ar), -, f(an)),

2. pour chaque symbole de relation R de £ d’arité m, et pour tout ai,---,a;, € A,
RA(ay, - ,am) si et seulement si RB(f(ay), -, f(am)),

3. pour chaque symbole de constante ¢ de £, f(c?) = 5.

On appelle un isomorphisme de A dans A, un automorphisme et on note l’ensemble
des automorphismes de A dans A, par Aut(A). Si E C A, on note I'ensemble des auto-
morphismes de A qui fixe E (c.a.d. o(e) = e pour tout e dans E) par Autp(A) et par
Aut;py(A) := {0 € Aut(A) : o(E) = E} (c.a.d. I'ensemble des automorphismes de A qui
laisse E invariant).

Exercice 1.1.5

1. Sur la classe des L-structures, on met la relation suivante : soient A, B deux L-
structures, on note A = B s’il existe un isomorphisme de A vers B. Montrer que
c’est une relation d’équivalence.

2. Montrer que Aut(A) est un groupe (pour la composition) et que Autp(A), Aut;gy(A)
sont des sous-groupes de Aut(A). Montrer que Autg(A) est un sous-groupe normal
de Autipy(A).



3. Sia € A, on note Orb gy a)(a) par le sous-ensemble de A : {o(a) : o € Aut(A)}.
Montrer que ’ensemble de ces orbites induit une partition de A.

4. Que pouvez-vous dire dans les exemples de 1 a 6 (voir Ezemple , du groupe
d’automorphismes des structures considérées.

5. Soit T := (A, 1) un espace topologique c.a.d. A est un ensemble et T est une topo-
logie sur A c.a.d. I” ensemble des ouverts de A. Définissez un langage L tel que si
deuz espaces topologiques sont isomorphes (en tant que L-structures), alors ils sont
homéomorphes.

6. Soit L = {+,0}. Montrer que les deux L-structures suivantes sont isomorphes :
([0 1[,+1,0) ou [0 1[ est l’ensemble {r € R : 0 < r < 1} et +1 dénote 'addition
modulo 1 et (S*,-,1) ou St dénote I’ensemble des nombres compleves de module 1 et
- le produit dans le corps des nombres complexes.

Définition 1.1.6 Soient A, B deux L-structures. On dit que A est une sous-structure
de B (A C B) si
1. A C B (le domaine de A est inclus dans le domaine de B),
2. ¢ = B pour toute constante ¢ de L,
3. pour toute fonction F' de £ d’arité n et tout n-uple d’éléments a € A", FA(a) =
FB(a) et
4. pour toute relation R de £ d’arité m, on a RA = RB N A™.

Définition 1.1.7 Soient A, B deux L-structures. On dira que A est plongé dans B s’il
existe une sous-structure de B qui est isomorphe a A.

Exercice 1.1.8
1. Soit L = {<,c}, et A la L-structure (N, <,0) et B la L-structure (N '\ {0}, <,1).
Montrer que B n’est pas une sous-structure de A mais que B est isomorphe a A.
Montrer que (Z,<,0) n’est pas une sous-structure de (R[X],<,0), ot <RX] o été
défini comme au point 5 de l'exemple [1.1.3

2. Soit L :={E}, ou E est un symbole de relation binaire. Est-ce que la L-structure N
est une sous-structure de la L-structure Zs telles que définies au point 1 (Exzemple

el

1.2 Actions de groupes

Soit © un ensemble dénombrable et soit Sym(2) le groupe de toutes les permutations
de Q. (51 Q = {1,--- ,n}, Sym() est noté S,.) Soit G un sous-groupe de Sym(2). (Par
exemple si A est une L-structure, Aut(A) est un sous-groupe de Sym(A) et si L = 0,
Aut(A) = Sym(A)).



Définition 1.2.1 On dira que G est transitif (sur ) si G a une seule orbite i.e. pour tout
a, b € Q, il existe g € G tel que g(a) = b.

Soit n € N* := N\ {0}. Notons Q"< ’ensemble des n-uples d’é¢léments distincs de €.
Alors G est n-transitif si pour tout (ai,--- ,ay), (b1, ,b,) € Q"< il existe g € G tel que
g(al) = by, 7g(an) = bn.

Notons Q" Pensemble des sous-ensembles de cardinalité n de €, alors G est n-ensemble-
transitifsi pour tout {a1,--- ,an}, {by, - ,b,} € QY ilexiste g € G tel que {g(a1), -, g(an)} =
{b1,---,by,}. On dira que G est fortement transitif (respectivement fortement ensemble-
transitif s'il est n-transitif (respectivement n-ensemble-transitif ou encore n-homogéne) pour
chaque n > 1.

Enfin, on note F,,(G) le nombre d’orbites de G dans Q"< et f,(G) le nombre d’orbites
de G dans Q" n > 1.

Exercice 1.2.2
1. Montrer que Aut((Q, <)) n’est pas 2-transitif.

2. Montrer que le groupe G des permutations de (Q, <) qui soit préserve, soit renverse
Uordre, est 2-transitif mais pas 3-transitif.

3. Montrer que si G = Aut((Q, <)), alors fn(G) =1 et F,(G) = nl.
4. Montrer que fn(G) < F,(G) < nlfn(G).
5. Soit C la relation ternaire sur S' (Ezercice définie par C(a,b,c), ot a,b,c €

Sl ssi b est entre a et ¢ quand on tourne dans le sens des aiguilles d’une montre.
Montrer que si G = Aut((S',C)), alors G est 2-transitif mais n'est pas 3-transitif.

Définition 1.2.3 Un ordre circulaire (sur un ensemble E) est une relation ternaire C C E®
telle que pour tout x, y, z, u appartenant & F on a :

1. C(z,y,z) = C(y, z,z) (cyclique)

2. C(z,y,2) = ~C(z,y,x) (asymétrique)

3. (C(x,y,2) N C(x,z,u)) = C(z,y,u) (transitif)

4. si x, ,y, z sont distincts, alors (C(x,y,2z) V C(z,y,x)) (total)

Le théoréme suivant illustre le fait que la propriété d’étre fortement ensemble-transitif
est une condition structurelle.

Théoréme 1.2.4 P. Cameron [I] Si G C Sym(R2) est fortement ensemble-transitif (sur Q)
mais pas fortement transitif. Alors il existe un ordre < sur €2 ou bien un ordre circulaire C
tels que G préserve ou renverse soit cet ordre, soit cet ordre circulaire.

1.2.1 Topologie

Nous allons munir Sym(£2) d'une topologie. On définit un ouvert de base S 3, ot a,be
Q" par : {g € Sym(Q) : A, g(a;) = b;}. Un ouvert est une union d’ouverts de base.

Exercice 1.2.5 Montrer que l'intersection de deux ouverts de base est encore un ouvert
de base et que cet ensemble d’ouverts forme bien une topologie sur Sym(QY). Cet espace
topologique est Haudorff i.e. étant donné deux points distincts o1, oo il existe deux ouverts
disjoints O1, Oq tels que o1 € O1 et o9 € Os.



Comme on a supposé 2 dénombrable, on peut aussi munir Sym(€2) d’une métrique. Enu-
mérons ) par o, -+ , iy, - - - et solent o1, 09 € Sym(Q). On définit d(o1, 02) = o0 (27 ™ €n,
ol €, = 0 si 01(a,) = 02(v,) et 1 sinon.

Soit A est une L-structure, alors on munit Aut(A) de la topologie induite par Sym(A) :

un ouvert de Aut(.A) est I'intersection d’un ouvert de Sym(A) avec Aut(A).
On utilise la notation suivante : si £ C A, alors g [ E est la restriction de g & E.

Exercice 1.2.6

1. Montrer que si B est une expansion de A, alors Aut(B) se plonge de fagon continue
dans Aut(A). Donner un exemple ot l'image de Aut(B) est strictement incluse dans
Aut(A).

2. Montrer que Uinverse ~1': Aut(A) — Aut(A) et le produit - : Aut(A) x Aut(A) —
Aut(A) : (g,h) — g o h sont des fonctions continues.

3. Montrer qu’un sous-groupe H de Aut(A) est ouvert ssi il contient un sous-ensemble
de la forme Autg(A), ou E est un sous-ensemble fini de A.

4. Montrer qu’un sous-ensemble F' de Aut(A) est fermé ssi F' a la propriété suivante :
soit g € Aut(A) tel que pour tout sous-ensemble fini E de A, il existe o € F tel que
c|E=g|F, alorsg € F.

5. Un sous-groupe H de Aut(A) est dense (dans Aut(A)) ssi H et Aut(A) ont les
mémes orbites dans A<, pour chaque n > 1.

1.3 Unions de chaines de L-structures

Soit (I, <) un ensemble totalement ordonné et supposons que pour tout i < j, A; est
une sous-structure de A;. On dira que (A;);cr est une chaine des L-structures. On définit
une L-structure hﬂie I A;, que l'on appelera I’union de la chaine des L-structures A; de la
fagon suivante :

1. son domaine est | J;c; As,

2. chaque fonction F' de £ (d’arité n) est interprétée de la fagon suivante : son domaine
est (U;er Ad)", et si (a1, -+ ,an) € (Ujer Ai)" et t € I est tel que a1,--- ,a, € Ay,

. li i
on définit F¥ier ™ (a1, ,a,) par : FA4%(ay, -, ay),
3. chaque constante ¢ € £ est interprétée par I'élément ¢, ou ig € 1,

4. chaque relation R de L est interprétée par le sous-ensemble : | J;c; RA:,

Exercice 1.3.1 Montrez que la définition ci-dessus est bien posée et qu’au point 2., sit’ > t,
FAt(alu"' 7an) - FAt,(alv"' ,(In).

1.4 Produits

Le produit direct des £ structures A; est la L-structure notée [ [;.; A;; son domaine
est égal & [ [, A et on interpréte dans le produit J ;- A; les symboles du langage £ comme
suit :



e chaque fonction F de £ d’arité n, par (FAi (a1, ,an))icr, OW Q14+ ,an; € Ay,
iel,

e chaque relation R de £ d’arité m, par 'ensemble des m-uples ((b1;), -+ , (bmi))icr tels
que pour tout i € I, R4 (byj, -+ ,bpmi), ot byg, -+ by € Ay, i € 1.

e chaque constante ¢ de £ par 'élément (c4i);e;.

Lorsque que I := {1,2}, on note aussi [[,.;A; par A; x As.

Exercice 1.4.1 Soit L := {<}. Montrer que L-structure (QQQ, <) (i.e. le produit lexi-
cographique de (Q,<) par (Q, <)) n'est pas isomorphe au produit direct (Q, <) x (Q, <)

1.5 Ultraproduits

Définition 1.5.1 Soit I un ensemble non vide infini. On note P(I) I'ensemble des sous-
ensembles de I. Un sous-ensemble D de P(I) est un filtre sur I si :

1. I € D,
2.85i X, YeD alors XNY € D,
3.siXeDet XCZCI, alors Z € D.

Un filtre D sur I est dit propre s'il est différent de P(1).

Soit E un sous-ensemble non vide de P(I). L’intersection de tous les filtres D sur I tels
que E C D est un filtre sur I (on l'appelle le filtre engendré par E).
On dit que E a la propriété de l'intersection finie (PIF) si intersection d’un nombre fini
d’éléments de E est non vide.

Exercice 1.5.2 Soit F' l’ensemble des parties cofinies de I. Montrer que F' est un filtre
propre sur I. On Uappelle filtre de Fréchet sur I.

Proposition 1.5.3 Soit E un sous-ensemble de P(I).

1. Le filtre engendré par E est I’ensemble des sous-ensembles X de I tels que soit X =1,
soit 1l existe un nombre fini d’éléments Y; € E, 1 < j <n tels que N}_;Y; € X

2. le filtre engendré par E est propre ssi 2 a la PIF.
Exercice 1.5.4 Prouvez la proposition ci-dessus.

Etant donné des L-structures A;, i € I et un filtre D sur P(I), on construit le produit
réduit de ces L-structures [[,.; A;/D, relativement a D.

On définit la relation =p sur [[,.; 4; comme suit :

il
(ai) =D (bz) si {Z el: a; = bl} e D,

ol (ai), (bz) S Hie] Az

Exercice 1.5.5 Vérifier que =p est bien une relation d’équivalence sur [ [;c; A;.



Le domaine du produit réduit de ces L-structures A;,i € I, relativement & D, sera ’en-
semble de classes d’équivalence de la relation =p sur Hie 7 Ai. On notera un représentant de
la classe d’équivalence qui contient (a;);er par [a;]p et 'ensemble de ces classes d’équivalence

par Hz‘el A;/D.
Exercice 1.5.6

1. Soit F' un symbole de fonction de L, d’arité n. Montrer que si (aj;) =p (bj;) ou
(aji), (bji) € [Lies A, pour 1 < j <n , alors

(FAi(a1i, -+ yani)) =p (FA(b1iy- -, bni))-

2. Soit R un symbole de relation de L d’arité m. Montrer que si (aj;) =p (bj;) ot
(aji), (bji) € [Licr Ai, pour 1 < j < m, alors

{iel:RA%ay, - ,ami)} €D si et seulement si {i € I : R (b, ,bmi)} € D.

Définition 1.5.7 Le produit réduit des L-structures A;, i € I, relativement & D, est une
L-structure définie comme suit :

1. son domaine est : [[;c; Ai/D,

2. chaque fonction F' de £ d’arité n est interprétée comme suit : [F' A"(au, e+, Gni)]D
ot [a1i]p, - ,[ani]p € [l;cs Ai/ D,

3. chaque relation R de £ d’arité m est interprétée par le sous-ensemble des m-uples
([ari]p, -+ s [amilp) € (I1;c; Ai/D)™ tels que {i € I : RAi(ali, < ami)} € D.

4. chaque constante ¢ € £ est interprétée par 'éléement [ci]p.

On notera ce produit réduit [ [, ; A;/D. Si toutes les L-structures sont égales a une structure
A, on note ce produit par A!/D.

Proposition 1.5.8 Soit A une L-structure. Alors A se plonge dans le produit réduit A’/ D.

Preuve : On définit I'application suivante : f : A = [[,c; A/D : a — [a]p. Montrons que
A est isomorphe a son image dans [[,.; A/D.

Tout d’abord, I'application f est bien injective car si a,b € Aeta# b, {i € [ :a # b} =
I € D. Ensuite,

1. pour chaque symbole de fonction F' de £, et pour tout ay,--- ,a, € A, [FA(a1,--- ,a,)]p =
FHiGI A/D([al]DJ Ty [an]D)a
2. pour chaque symbole de fonction R de £, et pour tout aq, - - - , am € A, Rllier A/D([al]p, -~ lam]D)

ssi {i € I: R*ay, - ,am)} € D.

A

3. pour chaque symbole de fonction ¢, de L, [¢)']p = a

cghef A/D
Définition 1.5.9 Un ultrafiltre sur I est un filtre propre qui a la propriété suivante : pour
tout X C I, X € D ou (exclusif) I \ X € D.

Un exemple d’ultrafiltre sur I est le filtre engendré par {i}, o i € I. Ces ultrafiltres
(sur I) sont dit principaux. Le lemme suivant nous permettra de montrer, en utilisant le
Lemme de Zorn, I'existence d’ultrafiltres non principaux.



Lemme 1.5.10 Soit U un filtre propre sur I. Alors U est un ultrafiltre si et seulement si
U est un filtre propre mazimal.

Preuve : (=) Soit U un ultrafiltre et soit E € P(I)\ U. Par hypothése sur U, (I \ E) € U.
Si E appartenait & un filtre propre D contenant U, on obtiendrait une contradiction (en
effet EN(I\ E) € D).

(<) Soit D un filtre propre maximal et soit E ¢ D. Le filtre engendré par D et {E}
n’est pas un filtre propre par maximalité de D et donc il existe E; € D tel que E1 NE = (.
Comme Ey C (I\ E),onal\Ee€D. O

Définition 1.5.11 Si U est un ultrafiltre sur /, on dira que le produit réduit [[;; A;/U
est 'ultraproduit des L-structures A;, i € I, relativement & 'ultrafiltre U.

On montre que tout filtre propre D se plonge dans un ultrafiltre en utilisant le Lemme
de Zorn. On vérifie donc que I’ensemble des filtres propres qui contiennent D est un inductif
pour l'inclusion. Soit D;, i € I, ou I est un ensemble totalement ordonné, une chaine de
filtres propres qui contiennent D. Soit I := J;c; D;; c’est bien un filtre et s’il n’était pas
propre, I'un des D; ne serait pas propre.

Exercice 1.5.12

1. Soit F le filtre de Fréchet sur I, étant donné un sous-ensemble infini £ de I qui
n’appartient pas a F, il existe un ultrafilte U tel que F C U et E € U.

2. Montrer qu’un ultrafiltre sur I est principal si et seulement si il est engendré par une
partie finie de I.

3. Montrer que si un ultrafiltre sur I n’est pas principal, alors il contient le filtre de
Fréchet sur I.

4. Montrer que si U est un ultrafiltre principal engendré par {j} ou j € I, alors

5. Soit PF(I) I’ensemble des parties finies de I. Soit e € PI™(I) et soit I, I’ensemble
des parties finies de I qui contiennent e. Montrer que {I. : e € Pf™(I)} a la PIF.



Chapitre 2

Langages du premier ordre et
sémantique

Dans le premier chapitre, on a décrit ce qu’étaient les L-structures pour un langage
donné £. On a aussi décrit diverses opérations (unions de chaines, produits réduits) sur ces
L-sructures qui nous ont permis d’en construire d’autres. Pour les comparer, on a défini les
notions d’isomorphismes et de plongement. On va introduire une autre notion, I’équivalence
élémentaire entre deux L-structures, qui ne va pas dépendre des cardinalités des structures
considérées et qui, en gros, voudra dire que les deux L-structures ont les mémes propriétés du
premier ordre. Ces propriétés seront écrites dans un certain langage formel et premier ordre
signifie que ’on ne s’autorise qu’aux quantificateurs portant sur les éléments des structures.
Ce langage formel utilisera outre les symboles de £ les symboles logiques suivants :

1. deux parentheéses (, ),
un nombre dénombrable de variables : xzg,x1, - ,Zpn, -+, n € N.
les connecteurs : A (et), = (non),

le quantificateur V (pour tout),

AT

et un symbole de relation binaire = (1’égalité).

2.1 Termes

Les L-termes sont obtenus en un nombre fini d’étapes en appliquant les opérations ci-
dessous :
1. une constante de £ est un L-terme,

2. une variable est un L-terme,

3. si F est une fonction de £ d’arité n et ty,--- , ¢, sont n L-termes, alors F'(t1,--- ,t,)
est un L-terme.
Parfois nous utiliserons la notation ¢(xi,---,x,) pour indiquer que les variables qui
apparaissent dans le terme ¢ sont parmi xy,--- , .

Pour les preuves qui vont suivre, c’est utile de définir la complerité d’un terme ou plus
précisement quand est-ce qu’un terme est de complexité < k, k € N.
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On dira qu'un terme est de complexité 0 si et seulement si c’est soit une variable, soit
une constante. Si ¢ est un terme de la forme F(ty,--- ,t,), ot t1,--- ,t, sont des termes de
complexité < k, alors on dira que t est de complexité < k + 1.

Exercice 2.1.1 Dans chacun des langages ci-dessous, donnez un exemple de L-termes en
ndiquant leur complexité :

1. L:={E}, ou E est un symbole de relation binaire.

2. L := {+,—,¢} ou + est un symbole de fonction binaire et — est un symbole de
fonction unaire et ¢ un symbole de constante.

3. L:={+,—,E,c}, ou + est un symbole de fonction binaire et — est un symbole de
fonction unaire et ¢ un symbole de constante, E est un symbole de relation binaire.

4. L:={+,—,-,exp,0,1} ot +, - sont des symboles de fonctions binaires, —, exp sont
des symboles de fonctions unaires et 0, 1 sont des symboles de constante.

On notera V lensemble des variables et par 7z (ou simplement 7)) lensemble des L-
termes.

2.2  Formules

Les L-formules les plus simples seront appelées formules atomiques.

Définition 2.2.1 Une L-formule atomique est une formule de la forme :
1. t1 =ty o t1, to sont deux L-termes

2. R(t1, -+ ,tm), ot R est une relation de £ d’arité m et t1,--- ,t,, sont m L-termes.

Définition 2.2.2 Une L-formule est obtenue en appliquant un nombre fini de fois les opé-
rations suivantes :

e une L-formule atomique est une L-formule,

e si ¢1 et ¢9 sont deux L-formules, ¢1 A ¢o est une L-formule, et si

e ¢ est une L-formule, alors ¢ est une L-formule.

e si x est une variable et ¢ est une L-formule, alors Vz ¢ est une L-formule.

On note l'ensemble des L-formules par F, (ou simplement F).

De la méme facon que pour les termes, pour les preuves qui vont suivre, c’est utile de
définir la complexité d’une formule ou plus précisement quand est-ce qu’une formule est de
complexité < k, k € N. Une formule est de complexité 0 si et seulement si ¢’est une formule
atomique. Si v est de la forme ¢ A o, =, YV ¢, ol ¢1, P2, ¢ sont de complexité < k, alors
1 est de complexité < k + 1.

On utilisera les abbréviations suivantes : 3x ¢ pour ~(Vx(—¢)), ¢V pour =((—¢)A (1)),
¢ — ¥ pour =V ¢ et ¢ <> ¢ pour (m¢ V) A (= V ).

Définition 2.2.3 Une variable x apparaissant dans une formule ¢ est dite liée si elle appa-
rait dans le quantificateur Vx ou si le quantificateur Va porte sur elle dans la formule ¢, la
variable x est libre dans ¢ si elle apparait au moins une fois dans ¢ sans que le quantificateur
Va ne porte sur elle. On parlera d’occurrence (libre ou liée) de = dans ¢. Notez que dans une
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méme formule une variable peut a la fois libre et liée. Un énoncé est une L-formule dont
toutes les variables sont liées.

On dira qu’une L-formule est sans quantificateurs si elle est obtenue & partir de
formules atomiques et des connecteurs A et —.

Convention : Quand on écrit ¢(x1,---,x,), cela signifie que les variables libres de
¢ se trouvent parmi xi,---,x,. Par contre, on se donne le droit de simplement écrire
¢ sans spécifier quelles sont les variables qui apparaissent. Si on veut spécifier que ¢ n’a
pas de variables libres, on précisera que ¢ est un énoncé. La premiére écriture est pratique
lorsque 1'on veut faire une substitution (voir plus bas) ou lorsque 'on veut quantifier sur les
variables libres de ¢.

Exemple 2.2.4 Soit t1(x1,x2),t2(x1,x2) deur L-termes et soit R(x1) un symbole de rela-
tion 1-aire de L.

Dans la formule : t1(x1,x9) = to(x1,x2), les variables x1 et xo sont libres.

Dans la formule t1(x1,x2) = ta(x1, 22) — Vo1 R(x1) la variable 1 apparait deux fois de
facon libre et deux fois de facon liée.

Dans la formule Vay1(t1(x1, 22) = to(x1, x2) — Vo1 R(x1)), 22 apparait deux fois de fagon
libre et x1 apparait toujours de fagon liée.

Exercice 2.2.5 Montrez que si |L] < Ry, alors le nombre de L-formules est égale a Ng.
(Aide : Une conséquence du fait que [N x N| = Ry (x) est que le cardinal d’une union
dénombrable (ou finie) d’ensembles dénombrables est dénombrable. (On utilise l'existence
d’une bijection de N x N dans N.)

2.2.1 Sous-formules et substitution dans les termes et les formules

Si ¢ est une formule atomique alors ¢ n’a qu'une seule sous-formule elle-méme.

Si ¢ est de la forme =), ¥ est une sous-formule de ¢, ainsi que toute sous-formule de 9.

Si p := 1 Ao, alors 1 et @9 sont des sous-formules de ¢, ainsi que toute sous-formule
de @1 et pa.

Si ¢ := Vi, alors ¥ est une sous-formule de ¢, ainsi que toute sous-formule de .

Une substitution s est une fonction qui va des L-termes vers les L-termes et définie par
induction comme suit. Soit s : 7 — T, alors s est une substitution si s(¢) = ¢ pour toute
constante ¢ € L et s(F(t1, -+ ,tn)) := F(s(t1), -+ ,s(tn)), ou F est une fonction n-aire de
L. On voit donc que s est induit par sa restriction sur V.

On étend cette fonction s sur les £-formules. On commence par les formules atomiques
s(to = t1) = (s(to) = s(t1)) et s(R(t1, - ,tm)) = R(s(t1), -+ ,s(tm)), o R est une
relation m-aire et t1,-- - , t,, L-termes. Ensuite, s(—¢) := —s(¢), s(¢p1 A ¢2) := s(¢1) A s(¢2)
et s(Ve ¢(z,z1,- -+ ,xm)) =V s(Pp(x, 21, -+ ,Tm)) avec s(z) = x.
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2.3 Satisfaction

Utilisant l'interprétation des symboles de £ dans une L-structure A, on va interpréter
les L-termes dans A de la fagon suivante.

Soit t(x1, - - , &) un L-terme et soient ay, - , @y, € A, m > n. On définit t4[ay, - - -, ap)
par :
1. sit(zy, - ,2n) =2 1 <i <n,alors tAfay, -, am] = a;
2. sit(xy, - ,x,) = c, alors t4ay, -, ap] = c?
3. sit(xy, ) = F(ti(z1, -+ yxn), - to(x1, -+ ,2y)), alors
tAlar, - am] = FAt ar, - 5 am)], - - ,tf[ah--- )

Définition 2.3.1 Une L-structure A est finiment engendrée s’il existe un nombre fini d’élé-
ments a;, - - - , a; appartenant a A tel que tout élément a de A soit de la forme t4[ay, - - - , az]
ou t(x1,- -+ ,xy,) est un L-terme.

Exercice 2.3.2

1. Montrer que si A est une L-structure et a € A, alors {t*[a] : t est un L-terme } est
le domaine d’une sous-structure de A.

2. Montrer que si le langage L est relationnel et n’a qu’un mombre fini de constantes,
alors toute L-structure finiment engendrée est finie.

Définition 2.3.3 Une L-structure A est dite homogéne si tout isomorphisme entre deux
sous-structures finiment engendrées de A s’étend en un automorphisme de A.

Exercice 2.3.4 Montrer que la L-structure (Q, <) est homogéne.

Définition 2.3.5 Soit ¢(z1,- - ,x,) une £ formule et a1, -+ ,a, € A, m > n, on définit
A = plar, -+, an] par induction sur la complexité de .
1. Si p(z1,- -+ ,xy,) est une formule atomique de la forme :
o ti(xy, - ,xpn) = ta(w1, - ,2p), o0 t1(x1, -+ ,xy),t2(x1, -+ ,x,) sont deux L-
termes,
A }Z (tl = t?)[aly T 7am] ssi t{l[ala T 7am] = t?[ala T )am]7
.R(t1($1,“' )xn)7'” Jtn(xla"' 71;71)) Ofltl(l‘l,"' 73371)7"' 7tn(x17”' 73771) sont des
L-termes,
A ): R(th' o 7tn)[a17 o 7am] ssi RA(tf[ala e 7am]7 o 7tﬁ[a17‘ o 7am])
2. Sip(z1,- - ,xp) est de la forme o1 (x1, -+ ,20) A@a(z1,--- ,2p)

A= glar, - am] ssi A= gilar, -, am] et AE pafar, -, an]
3. Si (a1, ,xy,) est de la forme —p(zq,- -, xy),

A)ng[al"" aam] SSiAl#l/}[alv"' 7aM}
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4. Si ¢ est de la forme Voo (z, 21, , xy)
A= glar, -+, ap] ssi (pour tout a € A, A |=1la, a1, ,am]).

On dit que deux £ formules ¢i(x1, - ,Zn), w2(x1,- -+ ,x,) sont équivalentes si pour
toute L-structure B,

BEVzy - Vo, (p1(z1,- - ,2n) <> @2(z1,- -, 2p)).

On dira que A satisfait ¢ en (aj,---,ay) ou que le uple (ag,--- ,an) d’éléments de
A satisfait ¢ dans A, si A E ¢la1, -, an]. On dira qu'une formule ¢(x1,--- ,x,,) est
satisfaisable dans A s’il existe un uple d’éléments (a1, -- , an,) de A satisfait ¢.

Si ¢ est un énoncé, on notera A = ¢ si ¢ est vrai (ou satisfait, ici toutes les variables
libres sont quantifiées) dans A.

Par contre, on dira qu’une formule est vraie dans A si pour tout uple d’éléments
(a1, ,am) de A satisfait A = ¢lai, -, an], autrement dit A satisfait I’énoncé
Vay - -Vepé(xy, - ,xy,). (Pour un énoncé étre vrai ou satisfaisable est la méme notion car
toutes les variables libres sont quantifiées. )

Notation 2.3.6 On notera I'ensemble des L-formules ¢(x1,- - ,zy,) satisfaites par a :=
(a1, ,a,) dans A par tp?(a). (On appelera aussi cet ensemble de formules le type dans
A de a.

Exercice 2.3.7

1. Soient A, B deux L-structures isomorphes et soit f : A — B un isomorphisme.
Montrer que pour toute formule ¢(x1,--- ,x,) et tout (a1, -+ ,a,) € A", on a
A E plar, - ,an] ssi B | [f(ar),---, f(ay)]. (Aide : commencer par montrer
que st t(z1,- -+ ,Tm) est un L-terme, f(tlai, - ,a,])) = t[f(ar), -, f(an)] (par in-
duction sur la complexité de t). Ensuite, procéder par induction sur la complexité des
formules.)

2. Soit A une L-structure et soient @ := (ay,--- ,a,), b = (b1, ,by) € A"<. Suppo-
sons que a, b sont dans la méme orbite de Aut(.A). Montrer que ces deux n-uples ont
le méme type dans A. (Aide : procéder par induction sur la complezité des formules.)

Définition 2.3.8 On dira qu’une classe C de L-structures est axiomatisée par un ensemble
d’énoncés T si C est exactement la classe des L-structures qui satisfont T (c.a.d. ot chaque
élément de T est satisfait). On utilisera la notation A = T, ou A est une L-structure,
lorsque A = ¢, pour tout ¢ € T'; et on dira que A est un modéle de 7.

Une classe C de L-structures est dite élémentaire s’il existe un ensemble d’énoncés T’
tel que C soit la classe des L-structures qui satisfont T'.

La classe C des modeéles de T est finiment axiomatisée s’il existe un nombre fini
d’énoncés T tel que C est la classe des modéles de Tj.

On notera T |= ¢, ou ¢ est un énoncé, lorsque que pour tout A =T, A = ¢.

Une L-formule ¢ est universellement vraie , noté = ¢ si pour toute L-structure A, A
satisfait ¢ (si ¢ a des variables libres, on quantifie universellement sur ces variables.

Enfin on dit que deux £ formules ¢1(x1,- - ,xy,), w2(x1,- - ,x,) sont équivalentes
dans T si pour tout modeéle B de T, B |=Vxy - -V, (p1(x1,-- ,2pn) <> p2(x1,- -, Tp)).
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Exemple 2.3.9 Soit £ := {+, —,0} et soit ¥, l’ensemble des L-énoncés suivants :

1. YaVyVz (e +y+z=a+y+2)

2.Vr (x+0=2 N 0+2z=ux)

3. Vx (z+(—2)=0 A (—z)+2=0)

Soit ¥gq := 3y U{VaVy (zr +y = y+x)}. Posons oy, :=Vx (n.x =0 — 2 =0) et notons
Yg =Yg U{on: n>2}.

Soit p € P un nombre premier et soit (Z/pZ,+,—,0) le groupe des entiers modulo p.
On a que (Z/pZ,+,—,0) = Xqa, ainsi que (Z/pZ,+,—,0) |= o, pour chaque 2 < n < p et
(Z/pZ,+,—,0) = —op. Notons que ¥g4q = 01.

Proposition 2.3.10 Soit ¢p(x1,- -+ ,x,) une L-formule et soientty(uy, -+ ,up), - tn(ug, -

des L-termes. Supposons qu’aucune des variables apparaissant dans ces termes n’apparait
lie dans ¢. Soient ay,--- ,a, € A. Soit ¢(t1,--- ,t,) la L-formule obtenue en substituant
t; axi, 1 <i<n. Alors,

A ): (Z)(th e 7tn)[ala e >an] ssi A ): (ﬁ(tf[ah e 70%]1 e at;;\[ala e aanD-
Preuve : Par induction sur la complexité de ¢ (exercice). O

Exercice 2.3.11

1. En choisissant judicieusement le langage L, axiomatiser la classe des groupes, des
groupes abéliens ordonnés, des anneauz, des corps commutatifs, des corps commu-
tatifs ordonnés, des algébres de Boole (voir Appendice A), des graphes, des graphes
sans cycles, des espaces vectoriels sur R.

2. Soit I un ensemble totalement ordonné et soient A;, © € I une chaine de L-structures.
Montrer que si T est un L-énoncé de la forme Vxy -+ -VYa,Jy1 - - Jymb(Z,y), ou O est
une formule sans quantificateurs. Si chacun des A; satisfait T, alors @ie[ A; satisfait
T.

2.4 Equivalence élémentaire

Définition 2.4.1 Deux L-structures A et B sont élémentairement équivalentes si pour
tout L-énoncé o,

Ao ssi BEo.
Si A est une sous-structure de B (A C B), on dira que A est une sous-structure
élémentaire de B (A < B) si pour toute L-formule ¢(x1,- - ,x,) et tout uple d’élements

ai, - ,ay de A,
A plar,---an) ssi Bl=p(ar,- -, an).

Soient A et B deux L-structures. On dit que A se plonge élémentairement dans B s’il
existe une sous-structure élémentaire de B qui est isomorphe a A, ce qu’on notera par

A B

Exercice 2.4.2 Soient A, B deux L-structures et supposons que A C B.
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1. Supposons que A < B. Soit @ := (a1, - ,an) € A™<. Montrez que tp™(a) est égal a
B —
tp©(a).
2. Supposons que pour tout m > 1 et pour tout a := (ay,--- ,am,) € A™<, tp(a) est
égal a tpP(a). Montrer que A < B.

Exercice 2.4.3

1. Montrez que (R, 4+, —,-,0,1) est une sous-structure de (C,+,—,-,0,1) mais n’est pas
une sous-structure élémentaire.

2. Montrer que le groupe des matrices 2 X 2 triangulaires supérieures a coéfficients dans
Q de déterminant 1, n’est pas élémentairement équivalents au groupe des matrices
inversibles 2 X 2 triangulaires supérieures a coéfficients dans Q. (Aide : calculer le
centre de ces deux groupes.)

3. Aziomatiser la classe des ordres totaux denses et la classe des ordres totaux discrets.

4. Montrer que le produit lexicographique (Z,+, 0, <)§>(Q, +,0, <) est un groupe abélien
totalement ordonné qui est dense et dénombrable.

5. Montrer que le produit lexicographique de (Z,+,0, <)§>(Z7 +,0, <) est un groupe abé-
lrten totalement ordonné qui est discret et dénombrable, mais ce groupe ordonné n’est
pas élémentairement équivalent a (Z,+,0, <).

Théoréme 2.4.4 (Los) Soit % un wultrafiltre non principal sur I et soient A; des L-
structures et ai;],-- -, [ani] n €léments de [[;c; Ai/U et soit p(x1,--- ,xy) une L-formule.
Alors

[TA/U Eelan, - laniv) ssi{i € I A = g(ari, - ani)} € U.

i€l

Corollaire 2.4.5 Soit % un ultrafiltre non principal sur I et soit A une L-structure. Alors
A se plonge élémentairement dans Al /% .

Preuve : On prouve ce théoréme par induction sur la complexité des formules. Nous com-
mencons par prouver le lemme suivant.

Lemme 2.4.6 Pour tout L-terme t(x1,--- ,xy),

tlier Ai/U1[ay,] 4

U, s lalu] = [t a5 andlu-

Preuve : On procede par induction sur la complexité des termes. Si t est soit une variable
ou soit une constante, on déduit cette égalité de la définition de I'égalité de deux éléments
dans 'ultraproduit. Si ¢ est de la forme F'(t1,--- ,t,), ou F est une fonction n-aire de £ et
t1, -+ ,t, sont de complexité plus petite, cela suit de 'interprétation de F' dans 'ultraproduit
et de l'induction. O

Preuve du théoréme :
(1) On commence par les formules atomiques et on procéde par induction sur leur complexité.
Supposons que la formule atomique soit de la forme t; = t9, ol 1, t2 sont deux L-termes.
On utilise le lemma précédent.
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Supposons que la formule atomique soit de la forme R(t1,t2,- -+ ,ty), ou t1, to, -ty
sont des L-termes. On a Rllier Ai/U(tPiQ Ai/U[[au]U, o landluls - thlier Ai/UHau]U’ o [an]u))
ssi{iel: RAi(tfi(ali,~~ Vn)s et (agg, - an)} € UL
(2) Suppposons que 'on a prouvé cette équivalence pour des L-formules ¢1, @2, et prouvons-
la pour 1 A 2.

(=) Soient [a1;]y, - - -, [ani]u 7 éléments de [];.; Ai/U et supposons que [[.c; Ai/U =

(o1 A w2)([ari)u, - -+, [ani]v). Par la définition de la satisfaction dans une structure cela
signifie que [[;c; Ai/U E ei(lau]u, -, [anlo) et [Lie, Ai/U E w2)(laulu, -, [an]o).
Par induction, cela signifie que Ey := {i € I : A; = pi([an], -+ ,[an])} € U et Ey :=
{iel: A = ealaii]u, - ,[aniv)} € U. Un filtre étant fermé par intersection finie, cela
implique que E1 N Ey € U. Comme E1 NEy ={i€l: A; = (p1 ANo2)([arilu, -, [aniu)}
on a bien que {i € I : A; = (¢1 A p2)([anilu, -+, lanilu)} € U.

(<) Supposons que E = {i € I : A; E (p1 A p2)([anilu, -, [an]v)} € U. Cet
ensemble F est inclus a {i € T : A, = ¢i1([aw]u, - [anilv)} et & {i € T : A E
wa2([awi]u, -+, [anily)}. Comme si un sous-ensemble appartient & un filtre tout autre sous-
ensemble qui le contient appartient aussi au filtre, onaque {i € I : A; = v1([au]u, -, [anilv)} €
Uet{icI: A palaiiu, -, |ani]v)} € U. Par induction cela signifie que [[,c; Ai/U =
e1(lavilo, -+ landu) et [Ty Ai/U E e2)([avu, -+ [anilv).-

(3) Suppposons que 'on a prouvé cette équivalence pour des L£-formules ¢, prouvons-la pour

(=) Soient [a1;]r, -, [ani]u 1 Eléments de [[,.; A;/U et supposons que [[,.; Ai/U =
—¢([ari]u, -, [aniv). Par définition de la satisfaction, cela signifie que [[,.;Ai/U
o([a1i]lu, -+, [ani]u). Par induction, cela signifie que {i € T : A; E w(a1i, - ,an)} ¢ U.

Comme U est un ultrafiltre, c’est équivalent a I'\ {i € I : A; = ¢(a, - ,ani)} € U.
Mais I\{i € I : A; = p(ari, -+ ,ani)} ={i € I : A; £ o(ari, -+ ,an;)}. Donc {i € I : A; =
—@(aj, -+ ,ani)} € U (une structure satisfait une formule ou sa négation, par définition de
la satisfaction).

(<) Supposons que {i € I : A; &= —p(ai, -+ ,an;)} € U. Comme U est un filtre propre,
{iel: A= o, - ,ani)} ¢ U. Par induction, [[;c; Ai/U ¥ ¢(laulu, -, [aniu) et
donc [[;c; Ai/U | —¢([awlu, -+, [aniu) (une structure satisfait une formule ou sa néga-
tion, par définition de la satisfaction).

(4) Supposons que 'on a prouvé cette équivalence pour des L-formules ¢ et prouvons-la

pour Jx .
Montrons que [[,c; Ai/U |= 3z ¢(x, [an]u, -, [aniv) ssi{i € I A = 3w o(x,a14,- - ,ani)} €
U.

(=>) Soit [bz]U S Hie[ .AZ/U telle que Hz’e[ .AZ/U ': (p([bz‘]U, [ali]U,"- ,[am-]U). Par
induction, c’est équivalent a : {i € I : A; = 3z ¢(bi, a1, ,an;)} € U. Et donc {i € I :
Ai =3z p(z,a14,-- - ,ani)} € U.

(<) Supposons que E:={i € I: A; =3z ¢(x,a1i, - ,an;)} € U. Sii € E, choisissons
un élément d; € A; tel que A; = o(d;,a1i,- - ,an;) et pour j € I\ E, on prend w; un
élément quelconque de A;. Soit (b;);er la suite déléments de A; défine par : b; =d; sii € E
et by =u;sii ¢ E.Onaque {i €l: A | @b a, - ,an)} € U. Par induction, cela
signifie que [[;c; A:i/U = ¢([bilu, [aui]u, - -+, [ani]u). Par définition de la satisfaction, on a
que [[;e; Ai/U | 3z o(z, [a]u, -, lan]u).
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Remarque : on a aussi que [[;c; Ai/U = Vo o(x, [ay]y, - [aw]u) ssi{i € T A =
Ve o(x,a1i, - ,an)} €U. O

Preuve du Corollaire : Soit % un ultrafiltre non principal sur I et soit A4 une
L-structure. Nous avons déja montré que A se plonge dans A’ /% (Proposition .

On prouve le théoréme par induction sur la complexité des formules. On doit montrer que
pour tout n-uple d’éléments de A et pour toute L-formule ¢(z1,- -« ,z,), on a ’équivalence
suivante : A = p(ay, - ,a,) ssi AL/% = o([aiu, -, [anv).

Notons que si on prouve cette équivalence pour des L-formules ¢, p1, @2, on la prouve
pour 1 A 2 ainsi que pour —.

Par le Lemme Al)w = o([aru, - s lan)v) ssi{i € I : A= @lay, - ,an)} € U.

Si ¢ est une formule atomique de la forme t; = t3 ou R(t1, -+ ,tm).

Si ¢ est de la forme Jxp(z, 21, ,2,) et si A = Y(byay, -+ ,a,), alors {i € I : A
o(b,a1,--- ,an)} =1 € U. L’élément cherché est [b]y.

Si{iel: A3z oz, |ai]u, - ,lan]v)} € U. Rappelons que [a;]y, 1 < i < n, est la
classe d’équivalence modulo U de la suite constante (a;), 1 <1 < n. Puisque U est un filtre
propre, cet ensemble est non vide et on peut supposer que 'indice ¢g dans cet ensemble est
tel que les représentants des classes d’équivalence de ces suites sont égaux respectivement a
ai, -+ ,ap. On a donc que A = Jzp(z, a1, - ,a,). O

Exercice 2.4.7

1. Soit L :={+,—,-,0,1} et soit F le filtre de Fréchet sur N. Montrer que [, cn(Z, 4, —,
n'est pas élémentairement équivalent a (Z,+,—,-,0,1).

2. Montrez que la classe C des corps finis n’est pas élémentaire.

En utilisant le théoréme de L.os et que tout filtre propre se prolonge en un ultrafiltre,
nous allons montrer le théoréme de compacité. Nous donnerons une autre preuve de ce
théoréme aprés avoir formalisé la notion de preuves.

Théoréme 2.4.8 (Compacité) Soit T un ensemble de L-énoncés. Alors T a un modéle,
autrement dit il existe une L-structure qui satisfait T ssi toute partie finie de T a un modéle.

Preuve : Nous allons construire un filtre sur I’ensemble des parties finies non vides de T';
noté P/™(T). Soit e € P/™(T), par hypothése il existe une L-structure A, qui satisfait la
conjonction /\ e des énoncés qui sont dans e. Notons I, est I’ensemble des parties finies de
T qui contiennent e. Pour eq,es € PF™(T), on a I, N 1oy D Ieje, (%)

Soit D le filtre sur P/ (T) engendré par I, C P/"(T). Ce filtre D ala PIF. (On utilise
la propriété (x).) Soit U un ultrafiltre qui contient D.

En utilisant le théoréeme de Los, montrons que [[.cprin Ae/U = T. Soit 7 € T', alors si
e € PI™(T) tel que T € e, alors Ac |= 7 et donc {e € P/™(T) : A |= 7} D I,y et donc
cet ensemble appartient a U. O

Lemme 2.4.9 La classe des groupes abéliens sans torsion n’est pas finiment axiomatisable.

Preuve : Supposons au contraire qu’il y ait un énoncé 7 tel qu'un groupe abélien satisfait 7
ssi il est sans torsion. Soit U un ultrafiltre non principal sur P. On considére 'ultraproduit
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[l,ep Z/PZ/U. Ce groupe satisfait ~7 car chacun des Z/pZ le satisfait. Par contre comme
chaque Z/pZ pour p > n satisfait oy, ou 0y, :=Va (n.x =0 — & = 0) (voir Exemple [2.3.9))
[L,ep Z/pZ/U satisfait ¥y par le théoreme de Los, on obient une contradiction. O

Exercice 2.4.10

1.

Montrez que la classe des graphes sans cycles est axiomatisable mais pas finiment
axiomatisable.

Montrez que la classe des groupes finis n’est pas finiment axiomatisable.

Montrer que la classe des anneaux commutatifs locaur c.a.d. avec un unique idéal
maximal est axiomatisable. (Donner aussi un exemple d’un tel anneau qui n’est un
corps.)

. Montrez que la classe des groupes abéliens, sans-torsion, divisibles est élémentaire,

mais pas finiment axiomatisable.

Montrez qu’il y a Ng groupes abéliens, sans-torsion, divisibles, dénombrables non-
isomorphes.
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Chapitre 3

Syntaxe et théoréme de complétude

Dans le chapitre précédent, nous avons défini la notion de satisfaction d’une formule
dans une L-structure, disons A. Nous avons noté A = X, o ¥ est une L-théorie, pour
exprimer que pour tout o € ¥, A | o (ou encore o est vrai dans A); on dit que A est
un modeéle de ¥. Dans ce chapitre nous allons formaliser la notion de preuve d’'un énoncé a
partir d’un ensemble d’aziomes et relier cette notion & la notion de satisfaction.

Le résultat principal de ce chapitre est I’équivalence entre : pour un £-énoncé ¢, et une
L-théorie 3,

il y a une preuve de ¢ a partir de X, ce qu’on notera par X - ¢, et
¢ est vraie dans tous les modéles de ¥, noté par ¥ = ¢.

Ce résultat est appelé théoréme de complétude et sa preuve montrera que toute théorie
Y a un modéle dont la cardinalité est au plus maz{Xo, |£|}. Du théoréme de complétude,
nous déduirons une autre preuve du théoréme de compacité.

3.1 Axiomes logiques et régles d’inférence

Soit T un ensemble de L-énoncés. On appellera preuve de T une suite finie de £L-formules
¢1,- -+, Op tels que pour 1 < i < n, soit ¢; € T, soit ¢; est un axiome logique (voir ci-
dessous), soit ¢; est une conséquence de ¢1,--- ,¢;—1, i > 1 en appliquant les deux régles
d’inférence Modus Ponens et généralisation décrites plus bas. Un théoréme de T est une
L-formule ¢ telle qu’il existe une preuve ¢1,-- - , ¢, avec ¢, = Q.

Définition 3.1.1 Axiomes logiques
Soient ¢, 1, x des L-formules (avec éventuellement des variables libres).

1. Tautologies
Une tautologie est une L-formule ¢ qui est une combinaison booléenne de £-formules
¢i, 1 <1 < n, (en utilisant les connecteurs A, V, =, —) et qui a la propriété suivante :
quelle que soit la valeur de vérité 0 ou 1 que 'on assigne aux ¢;, 1 < i < n, la formule
¢ a la valeur de vérité 1 (en utilisant les tables de vérité).

Par exemple, les formules suivantes sont des tautologies :

¢— (Y —0)
(0= W —=x)— ((¢—=v) = (¢ — X))
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(¢ = —¢) = (¢ = ¢) = ¥)
(¢ = =) = ¢
¢ = (—¢ — 1)

2. Axiomes sur les quantificateurs
Vo ¢(z,---) — ¢(t), ou t(v1,--- ,v,) est un L-terme, libre pour x, c.a.d. aucune
occurence libre de z n’apparait dans une sous-formule de ¢ dans laquelle v; est
quantifiée,1 < ¢ < n; la formule ¢(t) est la L-formule obtenue & partir de ¢ en
substituant ¢ a toute occurrence libre de x dans ¢.
(Vzi(¢p — ) — (¢ — Ya;4p) si x; n’apparait pas de fagon libre dans ¢.

3. Axiomes de 'égalité
Soient x,y des variables et t(ug, - - , up,) un L-terme et p(ug, - - , Up,) une L-formule
atomique. Alors les formules suivantes sont des axiomes logiques :
Verx =z, VaVy (z =y s y=u1x), VaVyVz (t =y Ay =2) = = = 2)
Vavy(r =y) = (E(uo, -+ Uim1, T, Uit1, Um) = t(Uo, -+ 5 Ui—1, Y5 Uit 1, Um)),
Vavy ((x =y) = (p(uo, -+ s i1, T, Uig1, Um) —> (U0, 5 Uin1, Y, Uit 1, Um)))-

Définition 3.1.2 Régles d’inférence
Soient ¢, 1) des L-formules (avec éventuellement des variables libres).

1. (Modus Ponens) 1 est une conséquence de ¢ et ¢ — ¢

2. (régle de généralisation) Va;¢ est une conséquence de ¢

Pourquoi les axiomes sur les quantificateurs sont-ils énoncés de cette fagon ?
Prenons ¢(z1) := —(Vaoy(x1,22)) et considérons Vzy ¢(x1). Le terme t := xo n’est
pas libre pour la variable z1. En effet x; apparait de fagon libre dans la sous-formule
Vaotp(x1,z2), o0l xo est quantifiée.
Si on pouvait substituer ¢ dans ¢(x1) on obtiendrait : (V1 (= (Vaa(x1,x2))) — (m(Vror(z2, 22))).
On peut trouver une interprétation de cette formule ou elle est fausse. On prend ¥ (x1, x2) :=
(x1 = x2) et prenons une structure contenant au moins deux éléments. Dans cette structure
on a bien V1 Jzo (1 # x2 mais la formule Vo (9 # x2) est toujours fausse.

Soit x(z1) une formule ou x; est libre et prenons pour ¢ et ¢ la formule x(z1). (Et donc
x1 est libre dans ¢.) Si on pouvait quantifier universellement sur z; on obtiendrait :

p(x1) = (Vor(x(e1) = x(21))) = (x(z1) = (Veix(e1)))-
Encore ici, on peut trouver une structure ot cette formule est fausse. On prend pour struc-
ture (Z,+,0), pour x(z1) la formule qui exprime que x; est pair; on a (Z,+,0) ¥ ¢(2).

3.2 Theéories consistantes, théories complétes

Lemme 3.2.1 1. Si ¢ est une tautologie alors = ¢
2. les axiomes de l’égalité sont universellement vrais
3. les axiomes sur les quantificateurs sont universellement vrais

4. Si dans une L-structure ¢ est vraie ainsi que ¢ — 1, alors ¢ est vraie dans cette
structure.

5. la régle de généralisation est universellement vraze.
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Preuve : Par inspection. O

Remarque 3.2.2 Soit T une L-théorie consistante. Soient ¢1, ¢ deux L-formules. Sup-
posons que T+ ¢1 A ¢o. Alors T+ ¢;, 1 < i < 2. En effet, ¢1 A o — ¢, 1 < i < 2, est une
tautologie. On applique alors le Modus Ponens.

Soit T" une L-théorie. On dira que T est inconsistante s’il existe une L-formule ¢ telle
que ¢ et —¢ sont deux théorémes de T'. On dira que T est consistante si on ne peut trouver
de telle formule.

On dira que T est maximale consistante si toute extension propre de 1" est inconsistante.
On dira que T est compléte si T est consistante et si pour tout énoncé ¢, on a que T+ ¢
ouTl F —g.

Lemme 3.2.3 Soit T une L-théorie, ¢ une L-formule et o un énoncé. Alors T U{c} t ¢
ssiThH (o0 — ¢).

Preuve :

(<) Sion a une preuve de ¢ — ¢ a partir de 7', on en a aussi une, a partir de 7U{c}.En
appliquant le Modus Ponens dans 7"U {c}, on a une preuve de ¢.

(=) Supposons qu’on ait une preuve ¢1,- - , ¢, = ¢ de ¢ dans la théorie T U {c}. On
montre par induction sur n que T F (0 — ¢;). Si ¢; est un axiome logique ou appartient
a T, alors on utilise la tautologie ¢; — (0 — ¢;) et le Modus Ponens pour en déduire que
THo— ¢;.S1¢; =0, TFo— ¢; car 0 — o est une tautologie. S’il existe j, k <17 tel que
o1, est ¢; — ¢;, on applique I'hypothése d’induction et on obtient :

Thro— ¢jet
Tto— (¢ — ¢i)

On utilise la tautologie - (¢ — (¢; = ¢i)) = ((¢ = ¢;) — (0 — ¢;)) et on applique le

Modus Ponens deux fois. On obtient : T o — ¢;.
S'il existe j < 7 tel que ¢; = Va ¢;. Par hypothese d’induction, 7' o — ¢;. Par I'axiome
sur les quantificateurs (o est un énoncé), T' = (Vz (0 — ¢;)) = (0 — VY¢;). Comme
Tk o — ¢;, par la régle de généralisation, on a T'F V(0 — ¢;). En apppliquant le Modus
Ponens, T'+ 0 — Vx¢;. Autrement dit, T'F o — ¢;. O

Lemme 3.2.4 Soit T' une L-théorie.

Si T est inconsistante, alors il existe Ty C T fini telle que Ty est inconsistante.
Si T est inconsistante, alors toute L-formule est un théoréeme de T .

Soit o un L-énoncé. Si T U{o} est inconsistante, alors T + —o.

Toute théorie mazximale consistante est compléte.

AR

Toute théorie consistante est contenue dans une théorie compléte.

Preuve :
1. Le premier point suit des définitions comme une preuve est une suite finite de formules.
Cela implique que T est consistante ssi toute partie finie de 7' est consistante.
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2. Soit T" une théorie inconsistante et soit ¢ une L-formule. Comme T est inconsistante,
il existe donc une formule 9 telle que T'F ¢ et T+ —p. La formule ¢p — (=) — o) est une
tautologie. Par Modus Ponens, T+ (=9 — o). A nouveau par Modus Ponens, T F o.

3. Supposons T'U {c} est inconsistante. Par le point précédent, T'U {o} F —o. Donc,
T F o — —o. Mais la formule (0 — —0) — -0 est une tautologie et donc par Modus
Ponens, T+ —o.

4. Soit T une théorie maximale consistante et soit o ¢ T'. Par hypothése on a donc que
T U{c} est inconsistante. Par le point précédent, T F —o.

5. On applique le Lemme de Zorn. On doit donc vérifier que 1’ensemble des £—théories
consistantes est un inductif avec la relation d’inclusion. Cela suit du fait que l'on peut
détecter 'inconsistance d’une théorie dans une de ses parties finies. O

Remarque 3.2.5 Soient ¢1, 2 deux L-formules. Montrons que {¢1,d2} = é1 A ¢2. On
montre que {¢1, P2, 7 (d1 A P2)} F o (x) et comme {1, P2, = (d1 A Pp2)} F b2, en utilisant
le point 3 du lemme ci-dessus, on obtient que {¢1, P2} b @1 A ¢2. Pour montrer (x), on
ré-écrit —(¢p1 A ¢2) comme ¢ — o et on applique le Modus Ponens.

Proposition 3.2.6 Soit T une L-théorie et ¢ une L-formule. Si T + ¢, alors T |= ¢. En
particulier, si T a un modeéle, alors T est consistante.

Preuve : Le premier point se prouve par induction sur la longueur des preuves et le Lemme
B.2.11

Soit A un modéle de T'. Par le Lemme ci-dessus, si T' était inconsistante, T" prouverait
I’énoncé Jx x # x qui est faux dans toutes les structures. O

3.3 Théoréme de complétude

Définition 3.3.1 Soit T une L-théorie consistante et soit C' un sous-ensemble de constantes
de L. On dit que C est un ensemble de témoins pour 7" si pour toute L-formule ¢(z) avec
au plus une variable libre z, il existe ¢ € C' telle que T'F 3z ¢(z) — ¢(c).

Notons que si T” est une L-théorie contenant T et si C est un ensemble de témoins
pour T, alors étant donné une L-formule ¢(z) avec au plus une variable libre z, comme
T+ 3z ¢(x) — ¢(c), on a que T' F Fz ¢p(x) — ¢(c).

Proposition 3.3.2 Soit T' une L-théorie consistante et soit ¢p(x) une L-formule dont la
seule variable libre soit x. Soit ¢ une constante qui n’appartient pas a L, si T + ¢(c) (comme
L U {c}-théorie), alors T = Nzp(x) (comme L-théorie).

Preuve : Soit 91, -+ , ¥y = ¢(c) une L U {c}-preuve de ¢(c). On choisit une variable v qui
n’apparait dans aucune des 9; et pour chaque 1 < i < m on pose 6; la L-formule obtenue
en remplagant dans v; les occurrences de ¢ par v. En particulier, 6, = ¢(v).

Si ¢; est un axiome logique, alors 6; également.

Siv; € T, comme T est une L-théorie, alors 0; = ;.

Si 1); est obtenue par Modus Ponens a partir de v; et ¢y, alors 6; est obtenue par Modus
Ponens a partir de 6; et 6}, (qui apparaissent avant dans la suite).
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Si 1; est obtenue par généralisation a partir de 1;, alors 0; est obtenue par généralisation
a partir de 0 (qui est apparue avant dans la liste).
Ainsi 61,--- ,6,, = ¢(v) est une preuve de ¢(v). Par la régle de généralisation T'

Yo p(v).
O

Corollaire 3.3.3 SiT est une L-théorie consistante, et si C' est un ensemble de constantes
n’apparaissant pas dans L, alors T' est aussi consistante en tant que LU {C'}-théorie. O

Preuve : Si T n’était pas consistante en tant que £ U C-théorie, il existe un sous-ensemble
fini Cy de C' tel que T n’était pas consistante en tant que £ U Cp-théorie. On procéde par
induction sur la cardinalité de Cy en utilisant la Proposition O

Proposition 3.3.4 Soit T une L-théorie consistante. Alors il existe C' un ensemble de
constantes n’appartenant pas o L et une LU C-théorie T' consistante contenant T qui admet
C comme ensemble de témoins.

Preuve : On suppose que |L| est dénombrable (les calculs sur les cardinaux infinis seront faits
au deuxiéme trimestre). Soit (¢, )nen une énumération d’un ensemble infini dénombrable C
de constantes distinctes n’appartenant pas a L.

On considére 'ensemble de toutes les £ U C-formules (¢,) avec au plus une variable
libre. En faisant des substitutions on peut supposer que la variable libre de ¢,, s’il y a, est
la variable z,,.

On construit la théorie T par induction comme une union dénombrable de théories
T:=1Ty CT, CTyt1- Notons que T est aussi consistante comme £ U C-théorie.

On suppose que 'on a construit T,,, avec T,, une £ U C-théorie consistante et T, \ T fini.
On construit 7,4; comme suit.

Soit ¢, la premiére constante de C' qui n’apparait pas dans T,. On pose Ty41 := T, U
{3y dn(xn) = dn(cm)}. Notons que Tp,41 est la théorie T;, a laquelle on a ajouté un seul
énoncé.

Si T,,4+1 est consistante il n’y a rien a faire. Sinon, T, b —=(3zd, () — dnl(cm)) (vue
comme LUC-théorie), par le Lemme On a que T, F Jz¢, () A—¢p (e ). En appliquant
la remarque T, b 3xndn(zn) et T, F —=¢n(cp). Comme ¢, n’apparait pas dans T,
on peut appliquer la Proposition m et donc T,, F Yy—¢,(y), une contradiction avec la
consistance de T,.

On pose T := U0 T Clest une £ U C-théorie consistante (Lemme qui contient
T et qui a C comme ensemble de témoins. O

Théoréme 3.3.5 Soit T une L-théorie consistante. Alors T a un modéle.

Preuve : Soit C' un ensemble de constantes n’appartenant pas a £. Posons £ := LU C. On
utilise la proposition précédente et on plonge T' dans une £-théorie consistante T qui admet
C comme ensemble de témoins. Ensuite on utilise le Lemme de Zorn pour plonger T dans
une L-théorie maximale consistante 7. Cette £-théorie T admet aussi C' comme ensemble
de témoins.

On va mettre sur C une relation d’équivalence et ’ensemble des classes d’équivalence
sera le modéle de T' cherché.
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Soient c1,co € C et posons ¢; ~ co si (¢ = c2) € T. Si (¢; = ¢2) ¢ T, alors par
maximalité de T, ¢; # c2) € T. C’est bien une relation d’équivalence sur C' et par les
axiomes de 1’égalité, ~ est compatible avec les relations et les fonctions de £ (une telle
relation d’équivalence est appelée congruence). On notera c., la classe d’équivalence de c.

Sur C/ ~ on définit une L-structure de la fagon suivante :

1. si F' est une fonction n-aire, on pose F(ci, -+ ,cn) = F(er, -+, ).

2. Si R est une relation m-aire, on dira que R(ci, - ,cme) ssi R(ci, -+ ,cm) € T.

3. Si e est une constante de £, alors soit e € C' et on interpréte e par sa classe d’équiva-
lence et si e € £\ C, on montre que T+ Fv (v =€) (x). Comme C est un ensemble
de témoins, on a que pour un ¢ € C, T' (c = €). On interprétera e par c.
Montrons (x) : T F e = e et par le premier axiome sur les quantificateurs,
Tt (e =€) — Jz (x = e) (on considére la formule ¢(z) := x = e). On applique
ensuite le Modus Ponens.
Comme ~ est une congruence, c’est bien défini (& vérifier).

Il reste & montrer que A est un modéle de 7'; en fait on montre que A = T. On montre
par induction sur la longueur des £-énoncés ¢ (vus comme une suite de symboles) que

A ¢ sietseulementsigp €T (x).

On vérifie (x) pour les formules atomiques de la forme t; = to, ol t1, ty sont deux L-
termes et R(t1, - ,tm), oil R est une L-relation m-aire et t1,- - - ,t,, sont des L-termes. On
utilise l'interprétation ci-dessus et on travaille par induction sur la complexité des termes.

Ensuite on vérifie facilement que si (x) est vrai pour ¢, (x) est vrai pour —¢ et que si
(%) est vrai pour ¢1, ¢9, alors (x) est vrai pour ¢1 A ¢o.

Supposons que ¢ = Jx 1.

(=) Supposons tout d’abord que A |= Jz ¢(x). Il existe donc c.. tel que A = Plca].
Donc A satisfait le £L-énoncé (c) (on substitue ¢ a toute occurrence libre de = dans 1(x)).
Par hypothése d’induction ¢(c) € T. Par le premier axiome sur les quantificateurs (en
prenant la contraposée et en remarquant que le terme ¢ est bien libre pour z)), on a que
T+ (c) — Fzap(z) alors p € T.

(<) 1 reste & montrer que si ¢ € T, alors A = ¢. Comme C est un ensemble de témoins
pour 7T, il existe ¢ € C tel que T = (3x ¢(z) — ¥(c)). Par Modus Ponens, v(c) € T. Par
hypothése d’induction A |= ¥[c.] et donc A = ¢. O

Corollaire 3.3.6 (Théoreme de complétude de Godel) Soit T une L-théorie et ¢ un L-
énoncé. Alors

TE¢esTH.

Preuve :

(<) Proposition

(=) Si T tf ¢, alors T U {—¢} est une théorie consistante, par le lemme . Ce qui
implique par le théoréme ci-dessus que T a un modéle A tel que A | —¢, ce qui est une
contradiction (avec 'hypothése que T' = ¢). O

Donnons une deuxéme preuve du théoréme de compacité.
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Corollaire 3.3.7 Si T est une L-théorie et si toute partie finie de T' a un modéle, alors T
a un modéle.

Preuve : Supposons que T n’ait pas de modeéle. Par le théoréme de complétude, T est
inconsistante. Par le Lemme il existe Ty C T une L-théorie finie qui est inconsistante.
Par hypothése Ty a un modéle, ce qui est une contradiction. O

Exercice 3.3.8

1.

Montrer de deux facons différentes que si une L-théorie T a des modéles finis de
cardinalité finie mais arbitrairement grande, alors T a des modéles infinis.

Montrer qu’il existe des corps commutatifs, ordonnés, non archimédiens qui sont
élentairement équivalents au corps des réels (dans le langage L := {+,—,.,<,0,1}).
(Rappel : un corps K est archimédien si pour tout 0 < x < y appartenant a K, il
existe n € N tel que x < y < n.x.

Soit (E, <) un ensemble infini totalement ordonné. On dit que l’ordre < est un bon
ordre sur E si tout sous-ensemble non vide de E a plus plus petit élément. Montrer
qu’il existe (E', <) élémentairement équivalent o E tel que < ne soit pas un bon ordre
sur E'.

Soit T une L-théorie consistante. Montrez que T est compléte ssi tous ses modéles
sont élémentairement équivalents.

Soit E(.,.) une relation binaire, soit L := {E} et soit Cg la classe des L-structures
ot E est une relation d’équivalence qui a, pour chaque n € w — {0}, une seule classe
d’équivalence qui contient exactement n éléments. Montrer que Cg est élémentaire.
Soit Ty une ariomatisation de Cg ; montrer que T est consistante.

Soit L = {+,—,0}. Soit Z := (Z,+,—,0) le groupe des entiers et soit Z @ Z la
L-structure qui est produit direct de deux copies (Z,4+,—,0). Montrer que Z & Z
n'est pas élémentairement équivalent & (Z,+,0).

Soient T1 et Ty deux L-théories consistantes telles que T7 U Ty n’a pas de modéles.
Montrer qu’il existe un enoncé 0 tel que Ty 0 et To = —0.

Soient Ty et Ty deux L-théories telles que pour toute L-structure A, A | Ty ssi
A = T,. Montrez que Ty et Ty sont finiment axiomatisables.
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Chapitre 4

Corps algébriquement clos.

Ce chapitre et le suivant sont plus algébriques; ils sont consacrés aux corps algébrique-
ment clos et réels-clos.

4.1 Cloéture algébrique

Soit K := (K,+,—,.,0,1) un corps commutatif. Soit K[X] l'anneau des polynémes a
une variable sur K. C’est un anneau Euclidien i.e. il a la propriété suivante de division
Euclidienne. Pour tout p1(X), p2(X) € K[X] avec deg(p1(X)) > deg(p2(X)), il existe ¢(X)
et 7(X) avec soit 7(X) # 0 et deg(r(X)) < deg(p2(X)), soit 7(X) = 0, tels que

p1(X) = p2(X).q(X) +r(X).

Utilisant cette propriété, on montre que tout idéal I # {0} de K[X] est principal (i.e.
engendré par un élément). En effet, on choisit dans I un élément ¢(X) # 0 de degré minimal
et on montre que I est engendré par cet élément (¢(X) divise tout autre élément non nul
de I). On appelle ce type d’anneau principal.

Définition 4.1.1 Soit K un corps commutatif. Le corps K est algébriqguement clos si tout
polynoéme ¢(X) € K[X] a un zéro dans K.

Notation 4.1.2 On notera ACF l'ensemble des L,,-énoncés suivants :
1. les axiomes de corps commutatifs,

2. pour chaque naturel n € N, I'axiome

n
YaoVai - - -Va,3x Z a;xt + 2"t =0.
1=0

Soit ACFy = ACFU{l1+---+1 # 0 :p € P}, on P est 'ensemble des nombres
—_—

p
premiers et ACF, := ACFU{l+---+1=0},peP.

p
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ACFy est une théorie consistante : C = ACFy (voir par exemple le cours d’analyse com-
plexe). Une autre fagon de procéder est d’utiliser le théoréme de compacité (voir Théoréme
et de montrer que cette théorie est finiment consistante. Mais on montrera direc-
tement qu’un corps (commutatif) a, ce qu’on appelle, une cléture algébrique (Proposition
4.1.4).

On verra que ACF), est également une théorie consistante (voir Corollaire . Notons
que sachant que les théories ACF),, p € P, sont consistantes on peut facilement en déduire
que ACFj est consistante en utilisant le théoréme de Los (Théoréme [2.4.4]).

Soit L un corps commutatif étendant K. Un élément u de L est algébrique sur K s’il
existe un polynome p(X) # 0 a coéfficients dans K tel que p(u) = 0. On choisit un tel
polynéme monique et de degré minimal. Il est alors unique pour la propriété d’annuler u et
on l'appelle polynéme minimal de u. Si u est algébrique sur K, son polynéme minimal p(X)
sur K est irréductible. Soit u € L — K et soit p(X) = Z?:o X.a® avec ag =1 et ag # 0, son
polynéme minimal sur K. Alors le sous-anneau K [u] de L engendré par K et u (qui est aussi
le K-sous-espace vectoriel engendré par {u™ : n € w}) est de dimension d (comme K espace

vectoriel). Par ailleurs, u~" appartient au K-espace vectoriel engendré par 1,u,--- ,u®"!.
On écrit : u.(uét + Zf:_ll u'.a;) = —ag. Donc u™' = —agt.(ud + Zf:_ll u".a;). On montre

ainsi que le sous-anneau K[u| de L est égal au sous-corps K (u) de L engendré par K et u.

Si la dimension de L sur K, en tant que K-espace vectoriel, est finie, disons d € N, alors
tout élément v € L — {0} est algébrique sur K et le degré du polynéme minimal de v sur
K est borné par la dimension de L sur K. On dira que L est une extension algébrique finie
de K. (On considére l'’ensemble {v" : n € w}, il engendre un sous-espace vectoriel sur K
de dimension < d).

Si tout élément de L—{0} est algébrique sur K, on dit que L est une extension algébrique
de K.

Exercice : Soit Fy le corps & deux éléments. Soit p(X) := X2 + X + 1; ce polynéme
n’a pas de zéro dans Fy et est irréductible. Notons [ l'idéal engendré par p(X) et soit
a:= X + 1 € Fo[X]/I. On vérifie que Fa(a) est un corps contenant Fo et de cardinalité 4.

Soit ¢(X) := X3+ X +1; montrer que ¢(X) est irréductible. Notons M I'idéal engendré
par ¢(X) et soit f:= X + M € Fo[X]/M. On vérifie que Fa(/3) est un corps contenant Fy
et de cardinalité 8. Montrez que Fa(a) n’est pas inclus dans Fo(f).

Définition 4.1.3 S9it K un corps commutatif étendant K, on dit que K est une cloture
algébrique de K si K est une extension algébrique de K et si K est algébriquement clos.

Proposition 4.1.4 Tout corps commutatif K a une cléture algébrique.

Preuve : On applique le lemme de Zorn & linductif formé par I'ensemble des extensions
algébriques de K avec comme ordre partiel la relation d’inclusion. L’inclusion est bien une
relation d’ordre (partiel) et cet ensemble est fermé par union de chaines. On peut donc
appliquer le lemme de Zorn et donc il existe une extension algébrique maximale de K. Pour
montrer que cet élément maximal K est un corps algébriquement clos, nous aurons besoin
du lemme suivant.

Lemme 4.1.5 Soit K C L C F avec F algébrique sur L et L algébrique sur K. Alors F
algébrique sur K.
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Preuve : Montrons que tout élément de F' — L est algébrique sur K.

Soit @ € F et p(z) € L[x] son polyndme minimal sur L. Soient by,--- , b, les coéfficients
de ce polynome. Ils sont chacun algébriques sur K et donc K[b;] est un espace vectoriel de
dimension finie sur K ; b; étant algébrique sur K, K [b;] = K (b;) est un corps. On consideére la
chaine de K-espaces vectoriels, K C K[b1] = K(b1) C K[b1][b2] = K (b1)(b2) = K(b1,b2) C
<o C K[bi][b2] -+ [bn]) = K(b1,--- ,by) C K(b1,--- ,by)[a]. Et donc le K-espace vectoriel
Kla] C K(by,--- ,by)[a] est de dimension finie sur K. Ainsi a est algébrique sur K. O

Soit p(X) un polynéme a coéfficients dans K. Supposons qu’il soit irréductible dans K, si-
non on considére un de ses facteurs irréductibles. On considére alors lanneau K[X]/(p(X)),
ott (p(X)) est I'idéal engendré par p(X). Soit ¢(X)+(p(X)) € K[X]/(p(X)) avec deg(q(X)) <
deg(p(X)). Considérons I'idéal engendré par (¢(X),p(X)) dans K [X]. Il est engendré par di-
sons r(X) qui divise ¢(X) et p(X). Comme p(X) est irréductible, 7(X) est inversible et donc
1 € (¢(X),p(X)). Il existe donc 1 (X), o (X) € K[X] tels que 1 = 71 (X).q(X)+72(X).p(X)
i.e. ¢(X)+ (p(X)) est inversible. Et donc K[X]/(p(X)) est un corps commutatif dans lequel
K se plonge : a — a + (p(X)) et ot p(X) a un zéro : X + (p(X)). C’est une extension algé-
brique finie de K et par le Lemme, une extension algébrique de K et donc par maximalité
de K, égale a K.

Cette extension K est donc un corps algébriquement clos et donc c’est une cléture
algébrique de K. O

.....

théoréme de Steinitz suivant (voir cours de Volkov).

Théoréme 4.1.6 (Steinitz) Soit K une cloture algébrique de K. Soit K C Lo C L des
extensions algébriques de K. Soit og un K-isomorphisme de Ly dans K. Alors il existe un
K-isomorphisme o de L dans K qui prolonge og. O

Dorénavant, on parlera de la cléture algébrique d’un corps K, contrairement & ce que
font la plupart des algébristes qui distinguent les clotures algébriques de K dans différents
Sur-corps.

Corollaire 4.1.7 La théorie ACF,, p € P U {0}, est consistante.

Preuve : Soit IF), le corps premier a p éléments. Notons IE}p sa cloture algébrique. C’est bien
un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit QQ le corps des nombres rationnels et
Q sa cloture algébrique. O

Notation 4.1.8 Soit K un corps de caractéristique p, p € P. L’application F' qui envoie x
sur xP est appelée le Frobenius. On notera F™ la composée de F' n fois avec elle-méme et
par Fizg(F") I'ensemble des éléments de K fixés par F™, n € N. Par convention, F? est
I’application identité.

Lemme 4.1.9 Soit K un corps de caractéristique p. L’application Frobenius est un endo-
morphisme injectif de K. Pour chaque n € w, Fix g (F™) est un sous-corps de K et Fix g (F')
est isomorphe a .
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Preuve : La seule vérification qui n’est pas tout-a-fait immeédiate est la suivante : (z +
yr = >"r_, (z)fcp_k.yk et comme p divise (i’), lorsque 1 < k < p, on a que dans K,
(x +y)P =P +yP.

Tout endomorphisme de corps est injectif et donc en particulier F'. Faisons le raison-
nement pour F : soit a # 0, comme a est inversible, on a que 1 = F(1) = F(a.a™!) =
F(a).F(a™1) et donc F(a) # 0.

On vérifie facilement que 'ensemble des éléments de K fixés par un endomorphisme est
un sous-corps et la composée de deux endomorphismes est encore un endomorphisme. O

Proposition 4.1.10 Le corps I~Fp est une union de corps finis, laissés invariant par le Fro-
benius.

Preuve : Par le Lemme précédent, on sait que 'application Frobenius est un endomorphisme
injectif de Iﬁ'p.

Montrons que F, = |, ., . Fix]ﬁp(F”).

Soit a € F,, et considérons {F"(a) : n € w}. Par définition d'une cloture algébrique, il
existe un polynoéme ¢(X) € Fp[X] — {0} de degré d > 1, tel g(a) = 0. On a que F(q(a)) =
q(F(a)) = 0 et donc il existe 0 < i < j < d tel que F'(a) = F’(a) ou encore F'~%(a) = a
(F est injectif), ainsi a € Fizg (Fi7%).

Par le Lemme précédent, chaque F ia:pr (F™) est un sous-corps de Iﬁ‘p. Chacun de ces

new

sous-corps est fini car c’est aussi ’ensemble des éléments de F,, qui satisfont & I’équation
7 . .
2P" — 2 =0 qui a au plus p" solutions dans un corps. O

Remarque 4.1.11 Par le théoréme de Los (Théoréme , pour tout ultrafiltre % non-
principal sur P, on a que []p Iﬁ‘p/ % est un modéle de ACFy. On peut montrer que la
cardinalité de J]p INFp/ U est égale a 280, qui est aussi la cardinalité du corps des com-
plexes. Utilisant ce fait et le théoréme de Steinitz, on peut montrer que ces deux corps sont
isomorphes.

Nous montrerons dans le chapitre que la théorie AC'Fy est compléte (voir Theoréme
6.5.1]) et donc elle axiomatise la théorie du corps des complexes.

4.2 Applications polynomiales et un théoréme de J. Ax.

Définition 4.2.1 Une application polynomiale de C™ dans C" est une application qui envoie
(21, ,2pn) € C" vers (f1(T), -, fu(T)), ou fi( X1, -+, Xp) € C[Xq, -, Xp], 1 <i < n.
On dira qu’elle est de degré < d si pour chaque f;, 1 <i < n, la somme des degrés des X
est plus petit ou égal d.

Théoréme 4.2.2 Toute application polynomiale de C™ dans C™ injective est surjective.

Preuve : Les étapes principales de la preuve sont les suivantes.

1. La propriété énoncée dans le théoréme pour toutes les applications polynomiales de
degré < d s’exprime dans le langage des anneaux {+, —,.,0,1} par un énoncé V3.
Notons un tel énoncé x= Vi a3y - Jyp 0(z1, -, Tm, Y1, , Yk), ou O(Z,7)
est une formule sans quantificateurs.
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2. Toute application d’un ensemble fini F dans lui-méme qui est injective est surjective.

3. Par la Proposition [4.1.10 If?p est une union de corps finis F ifop(F”) qui sont laissés

invariants par F', le Frobenius. (Notons que cette application F' est injective et donc
par le point précédent, surjective dans chacun de ces sous-corps Fiz(F™), n € w).

W FixFP(F”).
Soient ay, -+, am € U, cp Fi;z:]Fp(F")7 il existe doncn tel que ay, -+ ,ay, € FifoP(F”).

4. Dans chaque Fixﬂ}p (F™), x est vraie. Montrons que y est vraie dans | J

Comme Y est vraie dans Fi:c]i‘-p(F”), il existe by,--- by tels que 6(a,b) est vraie
dans F ixﬁp (F™). Comme 6 est une formule sans quantificateurs, elle reste vraie dans
Uneow Fix]Fp(F”). Et donc x est vraie dans [F),.

5. Soit % un ultrafiltre non principal sur P, ’ensemble des nombres premiers. Comme
chaque INFp = x, par le théoréme de Los, H% Fp E x.

6. Par le Remarque la L-structure H% Iﬁ‘p est un corps algébriquement clos,
de caractéristique zéro et de cardinalité 2%, Or, il y a un seul (a isomorphisme
prés) corps algébriquement clos de cardinalité 280 et de caractéristique fixée. (Pour
montrer cette derniére propriété, on utilise le fait que dans un tel corps les ensembles
d’¢léments algébriquement indépendants maximaux sont de cardinalité 2%),

Comme x est vraie dans H% Iﬁ‘p, elle est vraie dans C.

Od
Soit V € C™ un fermé de Zariski c.a.d. un sous-ensemble de la forme

{a: CE A\ pia) =0},
i=1

ol pi[ X1, , Xp] € C[Xy, -+, Xp].

Corollaire 4.2.3 Toute application polynomiale d’un fermé de Zariski V de C™ dans elle-
méme qui est injective est surjective.

Preuve : Exercice. O
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Chapitre 5

Corps réels-clos

5.1 Structures ordonnées-groupes et corps.

Utilisant I’existence d’une cloture algébrique, nous montrerons dans ce chapitre comment
axiomatiser le corps des nombres réels R, c.a.d. que nous écrirons dans un certain langage
L dans la logique du premier ordre, une liste de propriétés vraies dans R telles que si une
autre L-structure satisfait ces propriétés, alors elle est élémentairement équivalente a R.

Citons péle-méle quelques propriétés de R : c’est un corps commutatif totalement or-
donné ; toute suite de Cauchy converge ; le théoréme des valeurs intermédiaires est vrai dans
R ; tout sous-ensemble borné a un supremum ; R est un corps archimédien; tout nombre
positif est un carré etc.

Ces propriétés s’expriment-elles dans notre formalisme ? Suffisent-elles pour caractériser
R & équivalence élémentaire prés? (Nous savons déja qu’on ne peut caratériser de cette
maniére R & isomorphisme prés : par le théoréme de Y.os, une ultrapuissance non principale
de R a les mémes propriétes que R exprimable dans la logique du premier ordre).

On utilisera sur les références [5], [6]. Nous allons tout d’abord revoir les notions d’ordre
(total), de groupes totalement ordonnés et de corps totalement ordonnés (voir chapitres 1
et 2).

Soit L. := {<,...} un langage du premier ordre qui contient le symbole de relation
binaire <. C’est une relation d’ordre si elle est anti-reflexive, anti-symmétrique et transitive.
On notera la £.-théorie T suivante des ordres totaux :

Vo =(z < z),

VaVy (z <y — —(y < x),

VavyVz (((x < y) & (y < 2)) = (z < 2)).

VaVy (z #y — (z <you (y < x)).
Des exemples de modéles de T : (Q, <), (Z, <), (N, <).

On note T« gense la Lo-théorie des ordres totaux denses c.a.d.
T-U{VaVy (z <y — (Fzz < z<y))}

Dans nos formules, on utilisera l'abréviation < y pour (z < y ou x = y).
On note T giscret 1a L<-théorie des ordres totaux discrets c.a.d.
T-U{VaVy (z<y— (Fz(zr<z<y& Vu(z<u—z<u)))))}

32



Définition 5.1.1 Soient A := (A, <), B:= (B, <) deux modéles de T..

Le produit lexicographique AX B est la L_-structure dont le domaine est le produit
cartésien : A X B et la relation d’ordre est interpretée de la facon suivante :
(a,c) < (b,d)si(a<bou(a=betc<d)),ouabecA cdecB.

Exercice : Montrer que AXB = T-. Est-ce que le produit direct de A et B est un
modéle de T 7

Exgcice : Montrergue Q,<) £ (Z,<), (Z,<) # (N, <), (Z,<) # (N,<) et que
(@ <)R(Z,<) £ (Z, )R (@ <).

Question : Comment axiomatiser les théories de ces structures?

Définition 5.1.2 Soit M :=< M, <,... > un modéle de T~. On appelle intervalle de M
un sous-ensemble (définissable avec paramétres) de M de la forme [ab] (intervalle fermé),
|ab] (intervalle ouvert), [ab], Jab] (semi-ouvert), ot a, b € M U {xoo}, a < b (en définissant
—00 < M < 400).

Soient A, B deux sous-ensembles non-vides de M, supposons A < B (c.a.d. tout élément
de A est plus petit que tout élément de B) et M = AU B. On appelle coupure Cy p de M,
I’ ensemble de toutes les formules de la forme a < z ou z < b avec a € A, b € B. On dit que
cette coupure est réalisée dans une extension N := (N, <) de M il existe un élément c de
N tel que dans NV, on ait A < ¢ < B. Une coupure Cy g est dite rationnelle si soit A a un
plus grand élément, soit B a un plus petit élément.

Exercice : Montrer que toute coupure de M est réalisée dans une extension élémentaire
de M.

Exercice :
1. Montrer que (Z, <) n’a pas de coupures.
2. Donner un exemple de coupure de (Q, <) qui n’est pas réalisée dans (R, <).

3. Est-ce que toute coupure de (Q, <) est réalisée dans une ultrapuissance non-principale

de (R,<)?

4. Quelles sont les coupures de (R, <) qui sont réalisées dans une extension élémentaire
de (R,<)?

Soit £, :={., 71,1} le langage des groupes et soit Ty (respectivement T} ,) un ensemble
d’axiomes qui axiomatisent la théorie des groupes (respectivement des groupes abéliens).
Soit Ly« := L, U{<}.

Définition 5.1.3 Un groupe ordonné (respectivement abélien ordonné) est une £, ~-structure
qui satisfait a T UT, (respectivement T UT,,) et & I'axiome suivant :

Va,b,c (a < b — (a.c < b.c & c.a < c.b)). On notera la théorie correspondante T <
(respectivement Ty o ).

Exemples de groupe abélien ordonné : (Z,+, —,0, <), (Q,+, —,0, <).
Exercice : Montrer qu'un groupe abélien divisible ordonné satisfait & T'c gepse-

Proposition 5.1.4 Tout groupe abélien sans torsion est ordonnable.
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Preuve : Supposons que ’on ait cette condition, on applique le lemme de Zorn et on obtient
un ensemble P tel que G soit 'union disjointe de P,{1} et P~L.

Maintenant si on suppose G abélien et si G est sans torsion, 0 n’appartient pas au
sous-semi-groupe engendré par un element. Etant donné une partie A de G qui satisfait
a cette condition (x), on montre que 'on peut toujours ajouter un élément. Notons (A)
le semi-groupe engendré par A (dans G). Prenons A := {g1, -+ ,gn} et supposons que
0 € (h,A) et 0 € (=h,A) bien que 0 ¢ (A). On a, pour m,m',n;,n; > 0, m,m’ # 0.
m.h+>,ni.9i=0=—-m"h+>,n..g.

D’ou m/. >, ni.gi + m. >, n;.g; = 0, une contradiction. O

Soit Lan := {+,—,.,0,1} le langage des anneaux et soit Ty un ensemble d’axiomes qui
axiomatisent la théorie des corps commutatifs. Soit Lgy < 1= Lan U {<}.

Définition 5.1.5 On dira qu’un corps (commutatif) est ordonné si ¢’est une L, <-structure
qui satisfait & Ty U T et aux axiomes supplémentaires suivants :

Va,b,c (a<b—a+c<b+c)et

Va,b,c (¢>0& a<b) — (a.c <b.c).

Exercice : Montrer que dans un corps ordonné on a les propriétés suivantes :

1. Va (0 < a?)

2. Va¥b (0<a<b—0<bl<al)

3. Vavb (0<ab< 0<abt)

4. —n < 0 < n, pour tout nombre naturel non nul n.

Exemples de corps commutatifs ordonnés : (Q, +, —,.,<,0,1), (R,+,—,.,0,1,<).

Question : Est-ce que le sous-groupes additif (respectivement multiplicatif) d’un corps
ordonné sont des groupes ordonnés ?

Notation 5.1.6 Soit K un corps commutatif. Soit A C K, on note A* := A — {0}.

Un corps ordonné (K, +, —,.,<,0,1) est archimédien si pour tout 0 < z < y il existe
n € N tel que z < y < n.x.
Exercice : Montrer que cette propriété n’est pas exprimable par un énoncé.

Proposition 5.1.7 Tout corps ordonné archimédien se plonge comme Ly, <-structure dans
(R, +,.,—,<,0,1).

Preuve : On montre tout d’abord que Q est dense dans tout corps ordonné archimédien K.
Ensuite on définit le plongement de K — Q dans R en envoyant un élément a de K vers le
réel qui réalise la méme coupure que a dans Q. O

Définition 5.1.8 Dans un corps ordonné (K, +, —, ., <, 0, 1), on introduit la relation d’équi-
valence suivante
r~sssidn e N nr| > |s| & n.|s| > |r|.

Exercice : Etant donné r € K on note la classe d’équivalence qui contient r par r..
Montrez que si 11 ~ 19 et s1 ~ So, alors r1.s1 ~ 9.5 et quesi 0 < r < u < s et r ~ s, alors
u~r.Soit G:={r.: re K—{0}}. Montrer que G peut étre muni d’une loi de groupe et
d’une relation d’ordre tel que ce soit un groupe abélien totalement ordonné.
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Définition 5.1.9 Soit (A, +,—,.,0,1) un anneau commutatif. Une partie P de A est ap-
pelée conesi P+ P Cc P, PP C P, A>C P, -1¢ P.

Remarque : si PN —P # (), alors il existe p1,ps € P tel que p; = —p2 et donc 0 € P.
Exercice : Si A= —PU P, alors PN —P est un idéal de A.

Définition 5.1.10 Soit (A,+,—,.,0,1) un anneau commutatif et P C A. Si en outre A =
—PUP et si PN —P est un idéal premier de A, on dira que P est un céne positif de A.

Remarque : si A est un corps, et P un cone, alors PN —P = {0} et c’est donc un idéal
premier.

Exercice : Soit (K,+,—,.,<,0,1) un corps commutatif ordonné. Montrer que l’en-
semble de ses éléments positifs forme un céne positif.

Remarque : Si —1 est une somme de carrés, et si K est un corps commutatif de
caractéristique différente de 2, alors tout élément de K est une somme de carrés. (On écrit
(P _ (1-a?y

2 2

Lemme 5.1.11 Soit (K,+,—,.,0,1) un corps commutatif et soit P un cone positif de K.
On note a <pbsib—a € P & b+# a. La relation <p est une relation d’ordre total. O

Définition 5.1.12 On dira que le corps commutatif K est ordonnable s’il existe P C K un
cone positif.

Remarque : un corps peut avoir plusieurs cénes positifs différents.

Soit Q[¢] 'anneau des polynémes a coéfficients dans Q. Soit P := {q.(Zf:_g th.qi+t?);q €
Q>o0, d > 0}.

Soit Q(t) le corps des fractions rationnelles; on ordonne Q(t) de la fagon suivante. On
pose Q := {pp;(%)z p1(t), p2(t) € Q[t] p2(t) # 0 & pi(t) € P}.

Exercice : Montrer que P est un cone positif de Q[t]. Montrer que @ est un cone positif
de Q(t). Remarquer que dans 'ordre induit, on a Q <p t. Y-a-t-il d’autres cones positifs ?

Soit Q((?)) le corps des séries de Laurent. Soit a := 7,5, th.a; € Q((t)), ot a; € Q,a;, #
0, ¢ € Z. On peut écrire cet élément de la fagon suivante : a = aio.tio.(l—i—zbio ti*io.ai.ai_ol).
Posons R := {a;,.t°.(1+ 3,0, ti*io.ai.ai_ol) :ai, € Qo).

Exercice : Montrer que R est un cone positif de Q((t)).

Définition 5.1.13 Soit Y~ K% := {3"" ja? : i € N, a; € K}. Un corps commutatif K est
formellement réel si —1 ¢ > K2.

Exercice : Si K est formellement réel, alors K est de caractéristique 0.

Lemme 5.1.14 Tout corps ordonnable est formellement réel.

Preuve : Soit P un cone positif de K. On a donc > K2 C P et supposons que —1 € > K2.
Donc —1 € PN —P car 1 =12 € P (et donc —1 € —P).

(On aurait pu aussi utiliser le fait que tout élément est une somme de carrés (K étant
de caratéristique 0) et donc la relation <p ne serait pas anti-symmétrique.) O
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Remarques : Ceci montre en particulier que C n’est pas ordonnable (ainsi que tout
corps algébriquement clos).

Aucun des corps Q, des nombres p-adiques n’est ordonnable.

Dans un corps PAC de caractéristique # 2, tout élément est une somme de deux carrés.

Proposition 5.1.15 Un corps formellement réel est ordonnable.

Lemme 5.1.16 Si Py est un sous-groupe du groupe multiplicatif (K*,.,1) de K et si Py est
clos par + et contient (K2)*, alors s’il existe a # 0, —a ¢ Py, alors Py :== Py + a.Py est un
sous-groupe de (K*,.,1) clos par 4+, ot Py + a.Py := PyUa.PyU{b+a.c: b,c € Py}.

Preuve : Comme Py est clos par +, P; est clos par +; P; est clos par . car Py est, a® € B,
et (b+ a.c).(by + a.c1) = (b.by + a®.c.c1) + a.(c.by + b.cy). Si 0 € P; alors —a = c.b™!, mais
cela impliquerait que —a € Py. Calculons l'inverse de (b+a.c)~! = (b+a.c).(b+a.c)™2. O

Preuve de la Proposition : Soit K un corps formellement réel. Montrons que K a un
cone positif.

On utilise le Lemme de Zorn sur l'inductif suivant (S, C) ou S est 'ensemble des sous-
groupes de (K*,.,1) stables par + et qui contiennent (K?)*. Cet ensemble de parties est
non vide car K est formellement réel et donc (3" K?)* est dans cet ensemble de parties (en
effet (3 K?)* est fermé par ., ~! et + : si une somme de carrés non nuls était égale a 0,
alors —1 serait une somme de carrés) et S est fermé par unions de chaines.

Soit Sy un élément maximal de S. Par le Lemme, pour tout élément a non nul de K
soit appartient & Siqz, SOIt —a € Spaz. Sinon, comme Sy,q: + @.Smazr € S, cela contredirait
la maximalité de Sy,q.. Finalement Sy,q, U {0} est un cone positif de K. O

Définition 5.1.17 Un élément a d’un corps K est totalement positif si a > 0 pour tout
ordre < de K. (Si K n’a d’ordre, alors tout élément est totalement positif).

5.2 Cloture réelle et axiomatisation.

Lemme 5.2.1 Soit K un corps de caractéristique différente de 2, alors tout élément a non
nul de K est totalement positif ssi a est une somme de carrés.

Preuve : Si a est une somme de carrés, il est positif pour tout ordre sur K.

Supposons maintenant que a n’est pas une somme de carrés et montrons qu’il existe un
ordre < sur K tel que a < 0.

Soit K une cloture algébrique de K et on considére les sous-corps de K contenant K ou
a n’est pas une somme de carrés. Par le lemme de Zorn, il y a un tel corps maximal, disons
R. Ce corps est nécessairement formellement réel (sinon tout élément serait une somme de
carrés) et donc est ordonnable, notons un ordre sur R : <g. On va montrer que dans R, —a
est un carré et donc a <pg 0. Par restriction sur K, on aura trouvé un ordre ol a est négatif.

Si —a n’est pas un carré dans R, le polynéme X2 + a est irréductible et I'extension
R[X]/(X?+ a) est un corps contenant strictement R et par unicité de la cloture algébrique
plongé dans K. Notons ce corps : R(y/—a) ; par maximalité de R, a est une somme de carrés

dans R(v=a) : a = Y1 (a; + bi/—a)? = Y0 (a? — a.b?) + v/—a. > 1 2.a;.b;, et donc
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a.(1+Y0,02)=3" a2 et S | 2.a;.b; = 0. Ainsi, a est une somme de carrés dans R :
a=3" a2 (1+30,62).(1+ >0, b?)72, une contradiction. O

Définition 5.2.2 Un corps commutatif K totalement ordonné est réel-clos si tout élément
positif est un carré et si tout polynéme de degré impair a une racine.

Notation 5.2.3 On notera RC'F I’ensemble des axiomes suivants (qui axiomatise la théorie
des corps réels-clos dans le langage Ly <).

1. les axiomes de corps commutatifs ordonnés,
2. Vo (x>0 — Jyx =y?)
3. pour chaque naturel n € N, 'axiome

2n
YagVai - - - Vagydr Z a;zt 4+ 22" = 0.
=0

Remarque :

Dans un corps réel-clos, il y a un seul ordre et la relation d’ordre a < b est définissable
par la formule 3y 4> = b—a & a # b. On s’autorisera donc de parler de corps réels clos sans
nécessairement mentionner la relation d’ordre.

Proposition 5.2.4 Un modéle de RCF est la structure : (R,+,—,.,0,1,<).

Preuve : Soit a € Rsg. Considérons la fonction polynémiale x — 22 — a. En 0 elle est
négative et en a + 1 elle est positive. Cette fonction de R dans R qui envoie x sur 22 — a est
une fonction continue qui change de signe entre 0 et a + 1 et donc a un zéro entre ces deux
bornes.

Soit p(z) un polyndéme de degré impair. La fonction polynomiale correspondante change
de signe entre —oco et +00 et donc a au moins un zéro dans R, par le théoréme des valeurs
intermédiaires. O

Théoréme 5.2.5 Si K est réel-clos, alors K (i), ot i = —1, est algébriquement clos.

Preuve : (Esquisse.)

La preuve est similaire & celle qui montre que R(7) est un corps a.c.

Tout d’abord ¢ ne peut appartenir & un corps formellement réel. On a donc un auto o
non trivial de K (7) qui envoie a + b.i sur a — b.i tel que Fiz(o) = K. Si f(z) € K(i)[z],
alors f.f? € K[z] et donc si f.f? a une racine, f a une racine.

Donc il suffit de montrer qu'un polynéme a coéfficients dans K a une racine dans K (7).
On utilise le fait suivant.

Tout élément de K (i) a une racine carrée dans K(i).

Ensuite on utilise la théorie de Galois. On utilise un des théorémes de Sylow qui dit
qu'un groupe d’ordre 2°.m, ou (2, m) = 1, a un sous-groupe d’ordre 2°. De plus, un groupe
d’ordre 2° est nilpotent (et donc résoluble). O

Proposition 5.2.6 Soit (K,+,—,.,0,1,<) un corps commutatif totalement ordonné.
K = RCF ssi tout polynome (a4 coéfficients dans K ) qui change de signes a un zéro
dans K.

37



Preuve : (—) Soient a,b € K. Notons a — bi := a + b.i, c’est un automorphisme de K (i) (&
vérifier) et si ¢(x) = Z;'l:o 27.c; € K(i)[z], notons g(z) := Z?:o 2 .55,

Soit p(z) € Klx] et supposons que p(z) change de signes. Sans perte de généralité,
on peut supposer que p(z) est monique (pourquoi). Par le théoréme ci-dessus, K(i) est
algébriquement clos et donc p(z) se factorise en facteurs linéaires (i.e. de degré 1) et donc
de la forme (z — ), ot @ = a + b.i, a,b € K. Si p(a) = 0, alors p(a) = 0. Or, p(a) = p(@)
et comme p(z) € Kz], p(x) = p(z). Donc si « est un zéro de p(z), alors @& est un zéro de
p(z)etsiaé¢ K, a# a.

Dong, si (x — «) est un facteur de p(x) et si a ¢ K (et donc b # 0), alors p(z) a aussi un
facteur du type (z — @). Donc p(z) a un facteur du type 22 — 2a + a? + b? = (v — a)? + b?
qui ne prend que des valeurs strictement positives puisque 'on a supposé que b # 0. Donc
si p(z) change de signes, il a nécessairement un facteur de la forme (z — a), ou a € K.

(+) Pour les polynomes de degré impair ¢’est immédiat. Si a > 0, on considére le polynéme
22 — a; ou bien a > 1 et donc a® > a et donc ce polyndme est negatif en 0 et positif en a,

ou bien 0 < a < 1, et donc a® < a et donc le polynome est positif en 1 et négatif en a. O

Théoréme 5.2.7 Un corps commutatif (K,+,—,.,0,1) est réel-clos ssi K est formellement
réel et s’il n’a aucune extension algébrique propre qui soit formellement réelle.

La preuve s’appuie sur le lemme suivant.

Lemme 5.2.8 Si F' est un corps formellement réel, alors F(r) est formellement réel dans
les deux cas suivants : soit 7> = a ot a > 0, a € F, soit v est algébrique sur F et son
polyndme minimal est de degré impair.

Preuve : On procéde par I'absurde et dans le deuxiéme cas par induction sur le degré du
polynéme minimal.

Soit 72 = a avec a > 0 et supposons que F(r) ne soit pas formellement réel et donc
r ¢ F. Alors il existe a;,b; € F, 1 <1i <mn, tels que —1 = Y1 (a; + r.b;)> = 3" a? +
b?.a + r.(3°0 2.a;.b;). Comme r ¢ F, > . 2.a;.b; = 0et =1 =37, a? + b?.a > 0, une
contradiction.

Soit f(z) un polynéme minimal de r de degré impair et supposons que F(r) ne soit pas
formellement réel. On a donc —1 = >0 | g;(r)?, ot g;(z) € F[x] est un polynome de degré
strictement plus petit que le degré de f(z). On a donc que f(x) divise 1+ Y, gi(z)?. 1l
existe donc h(z) tels que h(z).f(z) =1+ > gi(z)?. Comme le degré de 1+ 37 | gi(x)?
est de la forme 2.m, ou m < deg(f), le degre de h est impair et strictement plus petit que
celui de f. Si h(z) a un facteur irréductible hy(z) dans F[z]| de degré impair. Soit s un zéro
de hi(z), par hypothése d’induction on a que F'(s) est formellement réel mais dans F(s),
ona—1=>",gf(s)? une contradiction. O

Preuve du théoréme :
(—) Si K est réel-clos, alors K (i) est algébriquement clos et donc toute extension algébrique
de K se plonge dans K (7). Si K avait une extension algébrique propre, alors cette extension
serait égale a K (i) qui n’est pas formellement réel car i = —1.
(«) Cela découle du lemme.

Définition 5.2.9 Soit (K, +, —,.,0,1, <) un corps totalement ordonné, le corps totalement
ordonné (K", +,—,.,0,1, <) est une cloture réelle de K si
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(K,+,.,<,0,1) est une sous-structure de (K", <,+,.,0,1),
K" est une extension algébrique de K et
K" est réel-clos.

Existence et unicité de la cloture réelle.

On utilise le théoréme de Sturm qui détermine de fagon algorithmique le nombre de
zéros d’'un polynoéme p(z) € K[z]. On associe a p(z) = 2™ + > I, a;.2" " une suite de
polynomes construite de la fagon suivante : po(z) = p(z), p1 = p'(z) (la dérivée de p(x)
par rapport & x), pi—1[z] = g[z].pi[z] — pi+1[z] avec deg(pi+1) < deg(p;), soit s tel que
ps—1(x) = gs(z).ps(z) et psy1 = 0.

Remarque : Soit p(z) € K[z], p(z) = > I yai.x’, an # 0. Soit a tel que p(a) = 0.
Alors, |a| < maz{1, 377} 12y

i=0 Jan|

Proposition 5.2.10 Théoréme de Sturm (5] Theorem 5.4 page 312). Soit K un corps réel-
clos, et soit p(x) € Kz|, p(z) = Y a;.x%, ay # 0. Alors le nombre de racines distinctes
de p(x) dans K est égal a V_p; — Vg, ot V. est le nombre de variations de signes dans la

suite (po(c),p1(c), -+ ,ps(c)) et M = 1+ 3717 il

Corollaire 5.2.11 Soient K1 := (Kj,+,.,0,1,<) et Ky := (K2,+,.,0,1,<) deux corps
ordonnés, inclus respectivement dans Ry et Ry deux corps réels-clos. Soit o un isomorphisme
de K1 dans KCa. Soit p(x) un polynéme monique dans Ki[z] et p°(x) son image dans Ks|x].
Alors le nombre de racines (distinctes) de p(x) dans Ry et le nombre de racines (distinctes)
de p?(z) dans Ry est le méme.

Théoréme 5.2.12 (6] Theorem 11.4, page 656.) Tout corps ordonné K a une cloture réelle
K". Si Ky et Ko sont deux corps ordonnés avec comme cloture réelle Ry et Ro respective-
ment, alors tout isomorphisme entre les Lon < © (K1, +,—,.,0,1) et (K2,+,—,.,0,1) a une
unique extension a un isomorphisme de (Ry,+,—,.,0,1) sur (Re,+,—,.,0,1).

Preuve : Par le théoréme de Steinitz K a une cloture algébrique K, unique & isomor-
phisme pres. Soit K’ le sous-corps de K contenant K et maximal pour la propriété d’étre
formellement réel. Pour montrer que ce corps est réel-clos, on utilise le théoréme

L’unicité se montre en utilisant le corollaire ci-dessus. Supposons que l'on ait déja
construit un isomorphisme o de corps ordonnés entre F; et F» ou Ki C F; C Rj et
Ky C F5 C K et soit a € Ry — Fy. On considére son polynéme minimal p(z) sur Fj et
le polynéme p° sur Fs. Par le théoréme de Sturm et le fait que o soit un isomorphisme de
corps ordonnés, ces deux polyndmes ont le méme nombre de racines (distinctes) dans Ry
et Rs. Supposons que a soit la k%™ racine de p(z) dans R;. On prolonge o & Fj(a) en
envoyant a sur la k™ racine de p°(z) dans Fb. Il reste & montrer que cette application est
bien un morphisme et qu’elle est unique. O

Remarque : Soient K7 := Q(v/t) et Ky := Q(y/—t), oti t est trancendant sur Q, deux
extensions ordonnées de Q, I'une ot ¢t >, 0 et 'autre ot ¢ <g, 0. Soient F7, respectivement
5 les clotures réelles de K1, respectivement K. La proposition précedente devient fausse
si on omet ’hypothése : tout iso entre K71 et Ko qui respecte l’ordre. En effet, les clétures
rélles de @(\/E) et Q(v/—t), ot t est trancendant sur Q, ne sont pas isomorphes, puisque
dans 'une ¢ > 0 et dans 'autre t < 0.
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Chapitre 6

Elimination des quantificateurs

6.1 Ensembles définissables

Définition 6.1.1 Soit A une L-structure.

Un sous-ensemble S d’un produit cartésien A” de A (pour un certain n € N — {0})
est définissable avec paramétres dans un sous-ensemble B C A s’il existe une L-formule
Y(w1, - Ty Y1, ,Ym) et un uple d’éléments d de B telle que S = {(ai,---,a,) €
A" o A B (ar, - ,an,di, -+, dp)}. (On utilisera la notation S = (A, d), bien que
S C A™). On notera ’ensemble de ces sous-ensembles par Defi(A) et par Defp(A) =
Unzo Defg(A).

On dira que S C A™ est définissable sans parameétres (dans A) (ou (-définissable) s’il
existe une L-formule ¢(Z) telle que S = ¢(A). On notera I’ensemble de ces sous-ensembles
par Def"(A) et par Def(A) :=,,~o Def"(A).

On dira une fonction est définissable si son graphe 'est.

Exercice 6.1.2 1. Montrer que si S € Def(A), alors S est invariant par tout élément

de Aut(A).

2. Montrer que pour chaque n > 0, (Def™(A),N,U, ¢,0,1) est une algébre de Boole
(une sous-algébre de Boole de l’ensemble des parties de A™).

Exercice 6.1.3 Soit Ly, :== {+,—,.,0,1}.
Montrer que dans la structure (C,+,—,.,0,1),
e les fonctions polynomiales sont L4y -définissables.

e la fonction exponentielle z — e* = | 20 nlest pas Lon-définissable, ce qui veut dire

n=0 n!
que son graphe (qui est un sous-ensemble de (Cg) n’est pas définissable.

Aide : considérons l'ensemble {z € C : e = 1} = {i.2.w.Z}. ; il est infini ainsi que son
complémentaire. Or si cet ensemble était L-définissable il serait soit fini soit cofini (la on
utilise le fait que le corps des complezes a l’élimination des quantificateurs dans le langage
L, (voir Théoreme[6.5.1)).

Une autre facon de procéder est de remarquer que la L-théorie du corps des complezes
est décidable car compléte et récursivement aziomatisable (voir Lemme [6.5.9).

Soit LanU{exp}. Dans ce nouveau langage, on définit les entiers par la formule ¥z Yw ((22

—1 & e"?* =1) — "% = 1) (voir [8]) et la théorie de 'anneau (Z,+,.,0,1) est indéci-
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dable. Donc, si la fonction e* était définissable dans Loy, cette formule définirait 7. dans

Lan, ce qui contredirait la décidabilité de la L-théorie de C (voir Corollaire .

6.2 Formes prenexes et élimination des quantificateurs

Dans certains cas, les sous-ensembles définissables d’une L-structure (ou des modéles
d’une L-théorie T') peuvent étre décrits de fagon simple. Dans les corps algébriquement
clos, les ensembles algébriques jouent un roéle particulier ; dans les corps réels-clos, ce sont
les sous-ensembles semi-algébriques. Généralisons ces notions et définissons pour une théorie
T ce que signifie T' a ’élimination des quantificateurs.

Définition 6.2.1 Une L-théorie consistante 7" a l’élimination des quantificateurs (e.q.) dans
L si pour toute L-formule ¢(z1,- - ,xy), il existe une L-formule O(x1,- -+, x,,) sans quan-
tificateurs, ot n < m, telle que

T EVzy Ve (o(z1, -+ xn) < 01, ,2m)).

On dira qu'une L-structure A a I’élimination des quantificateurs si toute £L-formule ¢(z1, - - -, xy)
est équivalente dans A & une formule sans quantificateurs 6(x1, - -+ , ), m > n, autrement

dit A =V, Ve, (o(xr, - xn) ¢ 0(z1, -+, x)).

On permet que dans la définition ci-dessus, la formule sans quantificateurs 6 n’ait pas le
méme nombre de variables libres que ¢ car le langage £ n’a pas nécessairement de constantes
et donc dans une L-théorie, il n’y a pas d’énoncé sans quantificateurs. Par exemple, si on
avait demandé qu’il y ait le méme nombre de variables libres dans les deux formules, I’énoncé
Yz x = z ne pourrait étre équivalent & un énoncé sans quantificateurs.

Par contre, dans le cas ot £ contient au moins une constante (ce qui est souvent le
cas dans les exemples algébriques), alors on peut formuler la définition ci-dessus de fagon
équivalente en supposant que les deux formules ¢ et 0 aient le méme nombre de variables
libres. Il y a malgré tout des théories dont le langage ne contient pas nécessairement de
constantes comme celles des relations déquivalence.

Cette propriété d’avoir I’élimination des quantificateurs est pratique pour décrire les
ensembles définissables dans les modéles; elle est aussi pratique pour déterminer si une
théorie est compléte ou pas (il suffit de tester les formules sans quantificateurs).

Parfois quand une L-théorie n’a pas 1’eq, on peut enrichir le langage £ en un langage
L', ajoutant de nouveaux symboles soit de fonctions, constantes ou relations (définissables
dans I'ancien langage) tels que la £'-theorie ait I'eq.

Définition 6.2.2 Soit ¢(x1,- -+ ,x,) une L-formule. On dira que ¢ est sous forme prenexe
si elle est de la forme Q1y1 -+ QmYm (Y1, ,Ym, T1, -+ ,Tpn), o O(y,Z) est une formule
sans quantificateurs c.a.d. combinaison booléenne de formules atomiques et @); est soit le
quantificateur V soit le quantificateur 3.

Proposition 6.2.3 Etant donné une formule ¢, | existe un procédé effectif pour transformer
une L-formule ¢ en une L-formule sous forme prenexe x telle que F ¢ < x.
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Preuve : Tout d’abord, si ¢ est une formule sans quantificateurs, il n’y a rien a faire. Ensuite,
on procéde par induction sur le nombre k(¢) de quantificateurs et de connecteurs A, — qui
apparaissent dans ¢.

Supposons que le lemme est prouvé pour toutes les formules v telles que k(¢) < £ et
considérons une formule ¢ telle que k(¢) = /.

Si ¢ est de la forme—t. En particulier k(y)) = £ — 1. On a donc que F ¢ < 1, ou 1)
est sous forme prenexe : Q1y1 -+ QmYm (Y1, s Ym,T1,"** ,Ty), OU O est une formule sans
quantificateurs.

on a aussi que - —¢ < —w,/?. Par induction sur m, on montre que —@ est équivalente a
QY1 QmYm ~O0(Y1, -+ ,Ym,T1, -+ ,Zp), en posant V=T et I =V.

Si ¢ est de la forme Vzp(z,x1,--- ,x,) avec k() = £ — 1 et si Y(x, 21, -+ ,2p) est
équivalente & YQ1y1 - - - QmYm O(y1,- -+, Ym, T, x1, -+ ,Ty), alors ¢ est équivalente a
VQ1y1 - Qmym O(y1,- -+ Ym, T, x1,- - ,Ty). Le cas ¢ de la forme Iz p(z, 21, ,x,) se
traite de facon similaire.

Si ¢ est de la forme ¢ A @2, on a que k(¢1),k(¢p2) < k(¢). Par hypothése d’induc-
tion, ¢; est équivalente & ¢f = Qiy1- - QmYm 01(Y1,  * , Ym, T1,++ ,Tpn) €t Po & ¢ =

hz1o-Qlz Oa(z1, - 2,21, @) Done B ¢ <> @) A ¢ En remplacant ¢} et ¢f par
des formules équivalentes, on s’assure que les variables quantifiées dans chacune de ces for-
mules 7 et Z sont disjointes. Ensuite on déplace les quantificateurs un par un devant la
formule sans quantificateurs 61 A 65 et on obtient

QY1 QmyYm Q121 Qrze (01(y1, -+ Ym, 1, s Tn) AO2(21, -+, 20,21, -, ).

On procéde de la fagon suivante. Considérons le cas : (Jxxi(z, @)V x2 et supposons que
x n’est pas une variable libre de x2. On montre que - (Jzxi(x, @)V x2 <> Jz(x1(z,a) V x2).

On montre successivement les deux implications. Commengons par montrer que
F (3zxi(z,a)) V xe = Jx(x1(z, @) V x2).

On montre que {(3zx1 (2, 1)) V x2 » ~(3z(x1 (2. 7) V x2))} F x2 A~z (x) et done par le
Lemme on aura Jryi(z,w)) V x2 F Jz(x1(z,w) V x2). Ce qui entraine par le Lemme
que F (xxi(z, ) V x2 — Jx(x1(z,a) V x2).

La formule 3z (x1(z, @) V x2) est équivalente & =Va(—x1(x,u) A ~x2) et donc la formule
—(3x(x1(x,u)Vx2)) est équivalente a Va:(—x1 (z, @) A—x2). Par larégle sur les quantificateurs,
on en déduit (—x1(z, @) A —x2). Par la régle sur les conjonctions (Remarque [3.2.2), on a
que —x1(z,w). Par la régle de généralisation, on a Vx—xi(z,a). En ré-écrivant la formule
Jzxi(x,w))V x2 comme Yr—xi(x,4)) — x2 et en appliquant le Modus Ponens, on en déduit
x2. En ré-appliquant la régle sur les conjonctions (Remarque, on obtient —ys. Et donc
en appliquant la remarque on a bien (x).

La preuve de : - Jz(x1(z, @) V x2) = (Fxx1(z,@)) V x2 est similaire (et est faite dans
[9, Lemma 2.29]).

Sous les mémes hypothéses sur y2, montrons que F Jzxi(z, @) A x2 + Jx(x1(z,w) A
x2). ((Pour appliquer la régle sur les quantificateurs, on met la formule Jzyi(z, @) A x2)
sous la forme —=(Vz—x1(z) V —x2)) ou encore sous la forme —(x2 — VYz—xi(z,a)); cette
formule implique —(Vz(x2 — —x1)) ou encore 3z (x2/AXx1). Pour Pautre direction considérons
Jz(x2 A x1) ou encore =(Vz(—x2 V —x1)) ou encore —(Vz(x2 — —x1)). Par la régle sur les
quantificateurs, cette formule implique —(y2 — Yz—x1), qui est équivalente & x2 A 3z x1. )

Pour traiter du cas du quantificateur universel, on utilise les deux cas traités ci-dessus
et de l’équivalence - (——x) <> x. O
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Lemme 6.2.4 Soit T une L-théorie consistante. Alors, T a l’e.q. ssi pour toute L-formule
d(xo, @1, -+ ,xy) sans quantificateurs, il existe une L-formule O(x1,- -+ ,Tm) sans quantifi-
cateurs, n < m, telle que

T F Vay - 'me(3$o¢($o,$1, T ,l‘n) e 9(901, c aiﬂm))-

Preuve : L’implication (=) est immédiate car il s’agit du cas particulier des formules exis-
tentielles. Prouvons I'implication (<).

Sans perte de généralité, on peut supposer que les formules sont mises sous forme pré-
nexe c.a.d. sous la forme Q1y1 - Qryr p(y1,- -+ s Yk, T1," -+, Tpn), OU Q; est soit V soit I et
oy, Yk, x1, -+ ,x,) une L-formule sans quantificateurs. On dira qu’une telle formule
est de complexité < k et on procéde par induction sur k.

Le cas ou & = 0 correspond au cas des formules sans quantificateurs.

Supposons 'implication montrée pour les formules de complexité < ¢, ou £ > 0 et
montrons-la pour les formules de complexité < ¢ + 1.

Soit ¢ est une formule de complexité < £+ 1, mise sous la forme :

Quy1 - Qes1Yes1 VY1, -+, Yer1, 21, Tp),

ol Q; est soit V soit 3 et ¥(x1,--- ,xy,) une L-formule sans quantificateurs.
Par hypothése d’induction, il existe une L£-formule sans quantificateurs 0(yy, z1,- -+ , k),
k > n, telle que

T =VyVoy - Vo (Qayz -+ QrarYesr (W1, y2, -+ Yer1,T1, -+ Tp) < Oy, 21, -+, xp)).

Il reste a& montrer que Q1y10(y1,x1, - ,x) est équivalente dans T' & une formule sans
quantificateurs.

Si Q1 est le quantificateur 3, par hypothése, il existe une formule sans quantificateurs
E(x1,- yxm), m >k >n, telle que

T EVey- Ve, (Juil(yr,x1, - ,xk) < (1, Tm))-

Si @1 est le quantificateur V, on ré-écrit la formule Vy10(y1, 21, - , k) sous la forme
=(3-0(y1, 21, -+ ,2x)). On applique 'hypothése a la formule 3-6(y1, x1, -, zk). Il existe
donc une formule sans quantificateurs &'(z1,- -+ , ), m’ >k > n, telle que

T EVa - Vo, Gui—0(yr, z1, - 2g) < (21, x0)).

La négation d’une formule sans quantificateurs est toujours une formule sans quantificateurs,
cela termine donc la preuve, car on a I’équivalence :

T ): v.f(}l o vxm (Vyle(yl,.’lfl, o 7'%.]6) A _'Elyl_'e(yhxla to ,J}k) e _‘5/(331, to ,.Tm/))~

O
Exercice 6.2.5 1. En admettant que la Ly, -théorie ACFE a leq, déterminer toutes ses
complétions.
2. Décrire les sous-ensembles de (C,+, —,.,0,1) définissables par une Ly -formule sans

quantificateurs et sans parametres et ensuite avec parametres dans C.
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Exemple 6.2.6 Posons Lun < = Lan U {<}. On peut montrer que le corps des réels a
lélimination des quantificateurs dans le langage L4, U{<}. Dans le corps des réels la relation
d’ordre est définissable dans Lopn par : x>0 < Jyy’ =2 (et 2 <0< (2 =0)V (—z >

0)).

Exercice 6.2.7

1. Etant donné une fonction polynomiale f : R> — R. Montrer que le graphe de f est
Lan-définissable dans la structure (R, +,—,.,0,1).

2. Montrer que le corps des réels n’a pas l’élimination des quantificateurs dans le langage
Lan-

3. En utilisant le résultat cité ci-dessus que le corps des réels a ’eq dans le langage étendu
Lan,<, montrer que dans le corps des réels toute Lqy-formule est équivalente a une
Lan-formule existentielle c.a.d. une formule équivalente a une formule de la forme
Ay -3z, O(x1, - Tny Y1, 0, Ym), 00 O est une formule sans quantificateurs.

Proposition 6.2.8 Soit £ := {<} La L-structure (Q, <) a l’eq.

Preuve : Etant donné n éléments distincts g1, - - , ¢, dans (Q, <) on décrit par une for-
mule sans quantificateurs 0(qy, - - ,¢,) la sous-structure {q1,---,¢,} : on spécifie la rela-
tion d’ordre entre chaque paire d’éléments distincts. Il y a un nombre fini de sous-structures
possibles de cardinalité n et soit 0;(x1, -+ ,xy,), ¢ € I (I fini), toutes les formules qui les
décrivent (elles s’écrivent comme des conjonctions de formules atomiques).

On partitionne Q™ en les orbites de Aut((Q, <)) ; il y a un nombre fini d’orbites O;, j € J
(J fini) (voir Exercice[l.2.2] 3) et deux uples appartiennent & la méme orbite si et seulement
si ils satisfont & une méme formule ;. On re-indexe 6; par Gij si elle est vraie dans O;.

Soit ¢(x1,--- ,xy,) une L-formule et supposons que ¢ ait au moins une variable libre.
En remplagant ¢ par la formule VEC{1,~~- ,n}(/\#jeE T # xj A /\z‘#jeE x; = x; A ¢$) on peut
se ramener au cas si ¢(q1,- -+ ,¢n), alors q1,- -+ , ¢, sont distincts.

Dans chaque orbite O;, on teste ¢ c.a.d. on choisit un uple (a1, - ,a,) € Q" et on
vérifie si (Q, <) | ¢(a1,- -+ ,ay). Comme si deux uples appartiennent a la méme orbite,
alors ils satisfont les mémes formules (i.e. ils ont le méme type) (voir Exercice 2.3.7] 2) (%),
si ¢ est satisfaite en un élément d’une orbite, elle est satisfaite par chaque élément de cette
orbite. Soit Jy C J ’ensemble des orbites contenant un uple satisfaisant ¢.

On a que (Q, <) | Va1 Vo, (d(z1,- -+ s 2n) ¢ Ve 0i;(x1,- -+ 20)). L'équivalence
des deux formules découle du choix de Jy et de la propriété (x).

Pour terminer la preuve il reste a considérer le cas ot ¢ est un énoncé. S’il est satisfait
dans (Q, <) on le remplace par la formule z = z et §'il est faux par la formule z #2x. O

Exercice 6.2.9 Dans cetl exercice, on suppose le résultat cité plus haut que (R,+,—,., <
,0,1) a lélimination des quantificateurs dans le langage Lqn U {<}.
Montrer que les sous-ensembles définissables de (R, 4, —,.,<,0,1) a parameétres dans R

et inclus a R, sont des unions finies d’intervalles (un intervalle est un sous-ensemble de la
forme (a b), ot a, b € RU {£oo} et les parenthéses signifient que l'on prend ou pas les
extrémateés).
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Aide :
1. Montrer que l’on peut mettre tout sous-ensemble définissable de (R,+,—,.,<,0,1) sous
la forme :

freR:RE\ (A 9) =0 A A aale5)>0),
keK jed el

ol Pjk, qei sont des polynomes a coéfficients dans R et K, J, L sont des ensembles finis.
2.Montrer qu’ il suffit alors de montrer que {x € R: R |= \;c;pj(z,a) =0 A Nyep qe(z, @) >
0} est une union finie d’intervalles.
3. Distinguer les cas suivants : ou bien J # 0 et pour un indice j € J, p;(X,a) € R[X]\ {0}
ou bien soit J =0, soit pour tout j € J, p;(X,a) = 0.
4. Considérer les intervalles ayant pour extrémités les zéros des polynomes q(x,a), £ € L.

Exercice 6.2.10 Soit U un ultrafiltre non principal sur N, on note

pi= () {aeRY/% :RY/% = -1/n <a<1/n}.

neN*

Montrer que p n'est pas Lap, <-définissable (sans paramétres) dans RY/% . Montrer que p
est un sous-groupe de (RN/%, +,0) mais que ce n’est pas une intersection de sous-groupes
Lan, <-définissables (a parameétres dans RN /% ).

6.3 Critéres d’élimination des quantificateurs.

Définition 6.3.1 Diagramme (élémentaire) d’une L-structure A.

Soit L4 := LU{cy : a € A}, ol ¢, est un symbole de constante n’apparaissant pas dans
L.

On note Diag(A) le diagramme (sans quantificateurs) de A dans £4 c.a.d. I'ensemble
de tous les £ 4-énoncés sans quantificateurs vrais dans A.

On note Diage(A) le diagramme élémentaire de A c.a.d. 'ensemble de tous les L4-
énoncés vrais dans A.

Soient A, B deux L-structures. On dira que f est une application élémentaire de A dans
B si pour toute formule ¢(z), pour tout a C A, on a I’équivalence suivante :

A ¢(a) < B = ¢(f(a)).

Exercice 6.3.2 Montrer que si B est une L z-structure satisfaisant Diag(A), alors Uappli-
cation A — B : a — caB est un plongement de A dans B (c.a.d. que A est isomorphe a une
sous-structure de B) et que si B = Diage(A), ce plongement est un plongement élémentaire.

Théoréme 6.3.3 (Critére d’ e.q. formule par formule) Soit £ un langage contenant au
moins un symbole de constante. Soit T une L-théorie consistante et soit ¢(x1,- - ,xy) une
L-formule ot n > 0. Alors sont équivalentes :

1. il y a une L-formule sans quantificateurs ¥ (xy,--- ,xy,) telle que

T =Y2(o(7) < ¢(7)).
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2. pour toute paire de modeles A, B de T et toute sous-structure C de A et de B, on a
pour tout a C C, ’équivalence suivante A |= ¢(a) ssi B = ¢(a).

Preuve :

(1) implique (2) (exercice).

(2) implique (1). Soit I'(Z) ’ensemble des formules sans quantificateurs impliquées dans
les modéles de T par ¢(z) c.a.d.
I'z) :={~(x): T EVzZ(¢(z) = v(Z)), ot v(Z) est sans quantificateurs}.

Soit d := (dy,- - - ,dy,) des symboles pour n nouvelles constantes.

e Supposons qu'il existe une Lz := LU {dy, - - ,d, }-structure A modeéle de T UT'(d) ot
—-¢(d) est vraie (1).

Soit C la sous-structure de A engendrée par d (si n = 0, on considére la sous-structure de
A engendrée par les constantes de £.) On notera Diag;(C) le diagramme sans quantificateurs
de C dans L.

e Montrons que la £zthéorie T'(d) := T U Diagz(C) U {¢(d)} est inconsistante

Sinon, il y aurait un modéle B de T' contenant C ou ¢(d) est vraie. Par ailleurs, A

contient C et satisfait =¢(d) ce qui contredit ’hypothése sur ¢.

e Comme 7'(d) est inconsistante, on a que T'U Diagz(C) = —¢(d) et donc par le

théoréme de compacité, il existe 11(d), -+ , ¥ (d) appartenant & Diagz(C) (2) telles que

T = (N2 vi(d)) = —é(d). Ainsi, T = Yz (AL, ¢i(Z) — —¢(Z)). En prenant la contra-

posée, on obtient T = VZ (¢(z) — (i, ~i(Z))). Done, /", —)i(d) € T'(d). Mais

A E TUTI(d) et donc A |= /i~ =1;(d). Or C est une sous-structure de A, C = /2, ¢ (d),
une contradiction avec (2).

e Et donc la situation (1) n’apparait jamais. Autrement dit, TUT'(d) = ¢(d). Par le théo-
réme de compacité, il existe un nombre fini de formules (sans quantificateurs) v1(z), - - - , 7x(Z)
appartenant a I'(z) telles que

TU{n(d), - ,m(d)} = é(d).

Comme d sont des constantes n’appartenant pas a £, cela implique que

k
T Ve (\ (@) = ¢(2)).

J=1

Par choix de I'(Z), on obtient :

k
TV (N (@) © 6(@):

Jj=1

a

6.4 Ensembles infiniment définissables.

Nous allons (rapidement) voir ici la notion d’ensembles infiniment définissables et de
types que nous reverrons de fagon plus abstraite dans les sections [8.2] [8-3]
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Définition 6.4.1 Soit A une L-structure et C' un sous-ensemble de A. Un sous-ensemble
de A™ est infiniment définissable (& paramétres dans C') si c’est une intersection infinie
d’ensembles définissables (& parameétres dans C').

Un n-type p(Z) est un sous-ensemble de L-formules a n-variables libres consistant ; il est
complet s'il est maximal pour cette propriété. Soit T une théorie consistante, on note S, (T")
I’ensemble des n-types complets contenant 7'

A un n-type p(Z) consistant avec une L£-théorie T et & M un modéle de 7', on fait corres-
pondre une intersection infinie d’ensembles définissables (ou encore un ensemble infiniment
définissable). Bien entendu dans ce modéle donné M, cette intersection peut étre vide, bien
que toute sous-intersection finie soit non-vide.

Par exemple I'ensemble infiniment définissable : (), cy.] — 1/n 1/n[—{0} est vide dans
R, non vide dans R¥/% . On notera

p={acR/%: )\ R*/%|=-1/n<a<1/n}.

neN*

Exercice : En déduire que p n’est pas définissable (sans paramétres) dans R“/% .
Montrer que p est un sous-groupe de (R¥/%,+,0) mais que ce n’est pas une intersection
de sous-groupes définissables.

6.5 Ensembles définissables dans les corps algébriquements
clos et réels-clos

Théoréme 6.5.1 (Tarski) ACF admet l’élimination des quantificateurs dans Lay,.

Preuve : On applique le critére précédent aux formules existentielles Jzp(z,a), o ¢(x,y)
est une formule sans quantificateurs, et on termine la preuve en utilisant le Lemme [6.2.4]

Soient Ky := (Kij,+,—,.,0,1) et K9 := (K2,+,—,.,0,1) deux L,-structures modeéles
de ACF contenant a et soit F' le sous-corps de K1 et Ko, engendré par a. Remarquons que
Ky et K9 sont infinis.

Supposons qu'’il existe b € K tel que K1 | ¢(b,a). Sans perte de généralité, on peut
supposer que ¢(z,7) est de la forme A, ;pi(z,9) = 0 & q(z,7) # 0. Soit F la cloture
algébrique de F' que 'on plonge dans K; et dans K.

Si I est non vide et sl existe i € I tel que p;(z,a) € Q(a)[x] — {0}, b est algébrique sur
F' et on peut supposer qu’il appartient a F C K et donc a K.

Si I est vide, comme K = ¢(b,a), le polynéme g(z,a) est non-trivial et donc n’a qu'un
nombre fini de zéros dans Ky et donc il suffit de prendre ¢ € K différent de ces zéros et on
aura Ky = ¢(c,a). O

Lemme 6.5.2 Soit L un langage dénombrable et soit T une L-théorie compléte et récursive.
Alors T est décidable.

Preuve : Par hypothése T' est un ensemble récursif d’énoncés et comme cette théorie est

compléte, 'ensemble des conséquences de T est récursif (autrement dit, 7" est décidable).
Soit ¢ un énoncé. Comme 7' est compléte, on sait que soit ¢ soit —o est une conséquence

de T'. On énumeére toutes les démonstrations de T" et on vérifie si o ou —o apparaissent dans
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la conclusion de ces démonstrations. On concluut en utilisant le fait que si un ensemble est
récursivement énumeérable (r.e.) ainsi que son complémentaire, alors il est récursif. O

Corollaire 6.5.3 Les théories ACFy et pour chaque nombre premier p, ACF, sont des
théories complétes. La théorie ACFy axiomatise la théorie du corps des nombres complexes.
La théorie ACF, aziomatise la théorie de la cloture algébrique du corps Fp. Ces théories

ACFy et ACF),, p € P, sont décidables.

Preuve : Pour la premiére affirmation, il suffit de montrer que tout énoncé sans quantifica-
teurs peut étre mis sous la forme 1 +---+1 = 0.

La seconde découle du fait que C (respectivement F)) est un modele de AC'Fy (respec-
tivement ACF)).

La décidabilité de ces théories découle du Lemme [6.5.20 O

Définition 6.5.4 Soit T une théorie consistante. On dira que A est un modéle premier de
T s’il se plonge de facon élémentaire dans tout modéle de M de T.

Soit M =T et soit B C M. On dira que My |= T est premier au-dessus de B si M se
plonge de fagon élémentaire dans tout modele N de T dans lequel B se plonge.

Corollaire 6.5.5 La cloture algébrique Q de Q est un modele premier de ACFy. La cloture
algébrique IF), de F), est un modeéle premier de ACF),.

Preuve : Tout corps K de caractéristique 0 contient Q et donc si K est un modéle de ACF,
que Q < K. Soit ¢(Z) une Lq,-formule et soit @ un uple d’éléments de Q. Par le théoréme
on peut supposer que ¢() est une formule sans quantificateurs et donc comme @ est
un sous-corps de K, on a que K |= ¢(a) sis Q = ¢(a).

La preuve est similaire, il suffit de remarquer que tout corps K de caractéristique p
contient F,. O

Théoréme 6.5.6 (Tarski) RCF admet l’élimination des quantificateurs dans Lap, <.

Preuve : On peut faire une preuve algorithmique de ce résultat (voir par exemple la preuve
de Muchnik, vue dans le cours de Michaux).

Ici, on applique le critére précédent aux formules existentielles Iz¢(z,a), ou ¢(x,y) est
une formule sans quantificateurs, et on termine la preuve en utilisant le Lemme [6.2.4]

Soient Ky = (Kq,+,—,.,<,0,1) et Iy := (K2,+,—,.,<,0,1) deux Ly, <-structures
modéles de RC'F' contenant @ et soit F' le sous-corps de K et Ko, engendré par a.

Supposons qu’il existe b € K tel que K1 = ¢(b,a). Sans perte de généralité on peut
supposer que ¢(z,y) est de la forme A,;c; pi(z,7) =0 & /\jeJ g;(z,y) > 0. Soit F la cloture
réelle de I’ que 'on plonge dans K; et dans K.

Si I est non vide et s'il existe ¢ € I tel que p;(z,a) € Q(a)[x] — {0}, b est algébrique sur
F et on peut supposer qu’il appartient a F C K» et donc a Ko.

Sinon, ¢(x,a) est équivalente a /\jeJ ¢;j(x,a) > 0. Chaque polynome g;(z,a), j € J, n’a
qu'un nombre fini de racines dans F. Soient a; < --- < a, (avec n < > degzqi(z,y)), les

zéros dans F de cet ensemble fini de polynomes. Sur chaque intervalle ouvert de la forme :
(@i, ai+1) ou (—o00,ay) ou (an,+00), chacun de ces polynémes a un signe constant. Comme
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K1 E Ajesai(b,a) > 0, il existe un de ces intervalles ou tous les g;(z,a) sont strictement

positifs. et donc il suffit de choisir un élément ¢ € F dans un de ces intervalles ou tous les
¢;(x,a) sont positifs. (On prendra ¢, selon les cas, égal a w#, ap—1,a,+1.) O

Remarque : RCF admet l'e.q. dans L, <« mais pas dans L,,. En effet 'ensemble des
éléments positifs  est définissable par la formule Jy y? = z, c’est un ensemble infini qui
n’est pas cofini. Ce qui contredirait le fait que la L,,-formule Jy y? = x soit équivalente a
une L,,-formule sans quantificateurs.

Définition 6.5.7 Soit 1" une L-théorie consistante. On dit que T est modéle-compléte si
pour tout A C B avec A,BET,ona A< B.

Exercice : Soit T" une L-théorie consistante, montrer que si T a l’e.q., alors T est
modéle-compléte.

Exercice : Montrer que RCF est modéle-compléte dans L), (Pour axiomatiser RC'F
dans Ly, on remplace tout élément positif est un carré par Vo Yy 3z 2% 4+ y? = 22 et on
ajoute que K2 N —(K?) = {0} et K = K2U —(K?).)

Pour faire ’exercice, on montre que dans RCF', la relation d’ordre x < y est définissable
par : 3z 22 = y—x & x # y et la négation —(z < y) par Iz 22 = x — y et donc toute formule
dans RCF est équivalente & une formule existentielle.

Corollaire 6.5.8 RCFE est une théorie compléte et décidable. La théorie du corps des réels
est axiomatisée par RCF'.

Preuve : RCF est une théorie compléte car tout énoncé est équivalent a une combinaison
booléenne d’énoncés sans quantificateurs de la forme m < n, n, m € Z.

Comme RCF est un ensemble récursif, par le Lemme [6.5.2] elle est décidable.

Le corps R est un modéle de RCF et comme RCF' est une théorie compléte, elle est
égale A Th(R). O

6.6 Théories o-minimales

Définition 6.6.1 Soit Lo = {<,---}, soit T est une L.-théorie consistante. Elle est o-
minimale si pour tout modéle M de T', Def1(M) consiste en des sous-ensembles de M qui
sont des unions finies d’intervalles.

Nous montrerons dans la Proposition [6.6.2] que RCF' est une théorie o-minimale.

Remarque : Plus généralement, on peut définir des L-théories T Ly-minimales ou
Lo C L lorsque pour tout modéle M de T', Defi(M) consiste en des sous-ensembles de M
qui sont des combinaisons booléennes de sous-ensembles de M définis par des Lo-formules
atomiques.

Lorsque Ly = (0, on dira que T est fortement minimale.

Exemple : ACF est fortement minimale (¢a se montre utilisant que ACF' a l'e.q. dans
Lan, ce qui peut se montrer suivant le méme schéma que pour montrer que RC'F' a 'eq.)

Proposition 6.6.2 RCF est une théorie o-minimale.
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Preuve : Soit K = RCF. Montrons que tout sous-ensemble définissable inclus & K (avec
paramétres dans K) est une union finie d’intervalles.

Supposons que I’ensemble définissable soit de la forme ¢(K, a). Par le Théoréme on
peut supposer que ¢(x,y) est une formule sans quantificateurs : ¢(z,y) := \/, /\j pik(x,y) =
0& Ayqex(z,y) > 0.

Il suffit de montrer que A;c;pj(z.a) = 0 & Ay q(z,a) > 0 est une union finie
d’intervalles. Ou bien J # ) et pour un indice j € J, pj(z,a) € K[z] — {0} et donc ¢(K,a)
est un ensemble fini (et donc une union finie d’intervalles), ou bien soit pour tout j € J,
pj(z,a) =0ouJ = 0.

Dans ce cas, on énumeére les zéros des polyndémes q(x,a), ¢ € L; disons ¢y < -+ < Cpp.
Dans chacun des intervalles ouverts Iy := (—00,¢g), -, Lry1 := (¢ ¢rg1),0 <7 <m — 1,
I+1 := (¢ = 00), les fonctions polynomiales g¢(x,a) ne change pas de signe (sinon elles
auraient un zéro). Notons ces intervalles I, 0 < r < m. On construit un sous-ensemble V'
de {0,--- ,m + 1}. Et donc soit sur l'intervalle I,. ¢s(z,a) > 0 et donc on met r € V| soit
qe(z,a) < 0 et on ne met pas r € V. On a alors que dans ce cas, ¢(K,a) = Upeyl,. O

Remarque : la théorie de (R,+,—,.,<,0,1,exp) est o-minimale (Wilkie, 1996). On
montre que cette théorie est décidable, sous 'hypothése de Schanuel.

Proposition 6.6.3 Si M est une structure o-minimale, alors toute coupure de M s’étend
en un unique 1-type sur M.

Preuve :

Soit C'4 p une coupure (voir Definition et soit ¢(x,m) une formule & parameétres
dans M consistante avec RCF. Par o-minimalité, ¢(M,m) est une union finie d’'intervalles
a extrémités dans M, disons ¢(M,m) = Ujer(a; b;), ou I est fini, a; < b; et a;,b; €
M U {+00, —o0}, i € I. On adopte la convention suivante : si a; = b;, alors (a; b;) = {a;}
et si a; < b;, alors (a; b;) est Uintervalle ouvert |a; b;[. Sans perte de généralité, on peut
supposer que ces intervalles sont disjoints et on dira que (a; b;) est un intervalle de ¢(z, m).

(Notons que si N est une extension élémentaire de M, alors ¢(N,m) = U;er(a; b;), ou
I est fini, a; < b; et a;,b; € M U {400, —0co} mais ou (a; b;) est maintenant un intervalle de
N.)

Pour que ¢(z,m) soit consistante avec C'4 g, il suffit que pour un indice i € I, a; < a et
b; > b pour certains a € A, b € B.

Supposons que ¢(z,m) ne soit pas consistante avec C'4 p et montrons que —¢(z,m) est
consistante avec Cy p.

Pour chaque i € I, on a soit a < a; pour un certain a € A, soit b; < b pour un certain
b € B. Dans le premier cas, comme Cy g n’est pas réalisé dans M, il existe b’ € B tel que
a < b < a; < bi-on dira que lintervalle (a; b;) est a droite de la coupure-. Soit i € T
I'indice de I tel que tout autre intervalle (a; b;) de ¢(z,m) a droite de la coupure est plus
grand que (a;, bi,) c.a.d. (a;, biy) < (a; b;).

Dans le deuxiéme cas ol b; < b, il existe a’ € A tel que a; < b; < a’ < b-on dira que
I'intervalle (a; b;) est & gauche de la coupure-. Soit i1 € I tel que tout autre intervalle (a; b;)
de ¢(x,m) a gauche de la coupure est plus petit que (a;, b;,) c.a.d. (a; b;) < (a;, bi).

Ou bien on a a la fois un intervalle de ¢(x,m) & gauche et & droite de la coupure Cy p
et donc (b;, a;,) est inclus & =¢(x,m), ou bien il n'y a qu’un intervalle de ¢(z,m) & droite
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de la coupure et donc (—ooa;,) C —¢(x,m), ou bien il n’y a qu’'un intervalle de ¢(z,m) a
gauche de la coupure et donc (b;;, +00) C =¢(x,m). Dans chacun de ces trois cas, ~¢(x, m)
est consistante avec C AB. U

Notation 6.6.4
On utilise 'abréviation : 3=tz ¢(x,9) pour Iz (¢(z,7) & Vzo(z,9) — = = 2).

Exercice : Soit M = RCF et soit ¢(x,y) une L-formule. Soit m C M. Montrer qu'il
existe une L-formule ¥ (z) tel que :

M EVa (b(z) = d(x,m)) et M | Grole,m)) — (32 ¥(x)).

Le théoréme suivant résoud le dix-septiéme probléme d’Hilbert (1900), posé pour le corps
des nombres réels.

Théoréme 6.6.5 (Artin, 1927) Si une fonction rationnelle f(x1,--- ,xy,) G coéfficients dans
un corps réel-clos K ne prend que des valeurs positives (lorsqu’elle est définie), elle peut
s’écrire comme somme de carrés de fonctions rationnelles (a coéfficients dans K ).

Preuve : On utilise la notion d’éléments totalement positifs. Supposons que f n’est pas une
somme de carrés dans K (x1, -+ ,xy).
Alors par le Lemme [5.2.1] il existe un ordre sur K(z1,---,zy,) tel que f < 0. On

éerit f = § = 9};—5, ou g,h € Klx1, -+ ,xy,]. Donc, g.h < 0. Soit R la cloture réelle de
K(xi, -+ ,2y). Ona R =3z --- 3z, g(Z)R(ZT) < 0 (ici on a considéré ¢g(z) (respectivement

h(z)) comme un terme de L4, & paramétres dans K et donc le fait que I'élément { € R est
négatif se traduit par cet £x-énoncé).

La théorie RCF a l'e.q. (dans Lg,,<) et donc £ C R implique que £ < R. Donc
K | 3z g(z).h(z) < 0, on a donc trouvé un uple d’éléments de K ou f est définie et
négative, ce qui contredit ’hypothése sur f. O

Remarque : Si f(z1, -+ ,2,) € Rlxq, -+ ,2p] et f > 0sur R? alors f € Y. R(xq, -+, 2,)>
ou encore il existe g, f1,- - , fr € Rlz1, -+, 2] tel que g2.f = f2+--- + f2
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Chapitre 7

Théorémes de Lowenheim-Skolem.

Dans cette troisiéme partie du cours, nous allons étudier les propriétés abstraites de la
classe des modéles d’une L-théorie.

Les deux résultats principaux de ce chapitre sont les théorémes de Lowenheim-Skolem.
(Dans I’annexe B, on revoit quelques notions sur les ordinaux et les cardinaux).

Etant donné une L-théorie consistante T' qui a des modéles infinis, on montrera que pour
chaque cardinal infini k > |£| + R, on a un modeéle de T" de cardinalité .

Lorsque T'= RCF, on a déja vu quelques modéles de cardinalité différente : R, Q"¢, la
cloture réelle de Q dans R, et en appliquant le théoréme de L.os, n’importe quelle ultrapuis-
sance non principale de R.

7.1 Fonctions de Skolem.

Dans certaines constructions, il est parfois utile d’enrichir le langage de notre théorie en
ajoutant de nouvelles fonctions au langage (les fonctions de Skolem) et d’enrichir ainsi la
théorie en fabriquant sa skolémisation, tout en gardant la méme classe de modéles.

Un procédé analogue qui consiste a ajouter de nouveaux symboles de relations, ce qui
ne change pas la notion de sous-strucures contrairement & la skolémisation (puisque 1'on
ajoute de nouveaux symboles de fonctions), est appelé la Morleysation.

On obtient ainsi des théories qui ont ’élimination des quantificateurs dans ce langage
enrichi. (C’est pourquoi il est important de préciser dans les résultats sur I’élimination des
quantificateurs quel est le langage considéré.)

Définition 7.1.1 Une L-théorie T a des fontions de Skolem intrinséques si pour toute
formule ¢(v, w), il existe un symbole de fonction f € L tel que

T =V (3o (v, @) = 6(f(), ).

T a des fonctions de Skolem si pour toute formule ¢(Z,y), ou & = (x1,- - ,x,), il existe
un L-terme () tel que

T |=Vay -V, (3yo(z, y) — ¢(7,1(1))).

Une skolémisation de T est une théorie T dans un langage £ étendant £ tel que tout
modele de T peut étre étendu en un modele de T'* et pour toute LT -formule ¢(z,y), ou
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T = (x1, -+ ,xy), il existe un L1-terme ¢(z) tel que

T+ = Yy -V (ya(a, y) - 6(5,12))).

Remarque : ici on a enrichi le langage £ en un langage LT et on a étendu une L-structure
modéle de T en une L' -structure modéle de 1.

Inversement, étant donné un langage £ C £, on peut considérer une L-structure M en
tant que El—structure, que 'on notera : ./\/lr "z

Une conséquence du théoréme suivant sera que l'on peut toujours enrichir le langage
d’une théorie pour que celle-ci ait I’élimination des quantificateurs dans ce nouveau langage.

Théoréme 7.1.2 Une théorie T a toujours une expansion qui a des fonctions de Skolem
ntrinséques.

Commengons par donner une idée de la preuve.

1) Etant donné une L-théorie T', on va tout d’abord rajouter un nombre infini dénom-
brable de symboles de fonctions & L£; ceux-ci seront utilisés pour construire les fonctions
de Skolem. En fait, quand on a un énoncé du type ¥ := Vi -V, JyP(x1,...,zp,y), on
voudrait pouvoir exprimer le fait que la variable y dépend, en quelque sorte, des variables
T1,...,Ty, afin de pouvoir construire ensuite des témoins, dans un modéle donné de T, de
la satisfaisabilité de I’énoncé.

Pour cela, on aura besoin d’un nouveau symbole de fonction fg n’existant pas dans £. Pour
T = (r1,...,%y,), si on a Jy ®(T,y), on voudrait avoir aussi ®(Z, f¢(T)); ce qu'on peut
résumer en la condition : VZ ((Jy ¢(Z,y)) — @(7, fo(T))).

2) On va ensuite étendre T' en une théorie T, pas a pas, en rajoutant a chaque étape,
pour chaque formule ®(Z,y) du langage de la théorie précédemment construite 1’énoncé :

3) La derniére étape consiste a étendre un modéle M de T en un modéle M™ de T,
en contruisant des interprétations pour les symboles de fonctions qui ont été rajoutés a L.
Formellement, tout cela donne :
Preuve :

1) On pose Lo =L, et Liy1 = L; U{fp : @ est une L;-formule}
(on ajoute un nouveau symbole de fonction par formule)
Remarque : Si £; est dénombrable, I’ensemble des L;-formules est dénombrable, et donc
Lit1 aussi.

2) Pour ®(7,y) une L;-formule, on pose : 0 := VZ((y ®(Z,y)) — P(T, fo(T)));
To=T;Ti+1 =T; U{lp : P est une L;-formule}.

3) Soit M un modele de T et posons My = M. Nous allons supposer que nous avons pu

interpréter dans M les nouveaux symboles de fonctions de £;, appelons cette L;-structure
M, (qui est de méme domaine que M), de telle fagon que M; = T;. Nous allons montrer
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que 'on peut interpréter les symboles de fonction de L4 \ £; dans M; de telle fagon que
cette L;41-structure M; 1 sera un modéle de Tj, .

Comme on ’a noté le domaine restera le méme au cours de la construction par induction
(Mjy1 = M; = Mo = M). Soit ¢ € M (le choix n’est pas important). Pour chaque formule
® associée & un symbole de fonction fe d’arité n de £, \ £;, on construit une fonction

g:M" — M
_ _ bpe{be M: M; =®(a,b)}=Xg si Xg#0
—> = .
@ 9(@) { c si Xg=10

Donc, pour tout @ € M", on a : si M,y = Jy ®(a,y), alors M1 = ®(a,g(@)); en
posant fg' =g, on a donc M4 = 0s, et donc Mg = Tiq.

Pour terminer, on pose LT = JL;; Tt = T;. Si ®(7,y) est une LT-formule, ® € L;
pour un certain i et 8 € T; 1 C T ; donc T a des fonctions de Skolem intrinséques.
En réitérant un raisonnement précédent, on voit que dans tout modéle M satisfaisant 17" on
peut interpréter les symboles de £\ £ afin d’avoir M satisfaisant 7. O

Définition 7.1.3 T a des fonctions de Skolem définissables si pour toute formule ¢(z,y),
ou T = (x1, -+ ,2p), il existe une L-formule ¥ (Z,y) tel que

T ): v-Tl o Vany (w(j’y) - ¢(f7y))’ et

T | Var - Vo (Jyd(z,y) — I=1y9(2, ).

On peut définir alors une fonction F' de la fagon suivante :

VEVY(F () = y < (326(5, 2) A (T ) V (<326(3, 2) Ay = 21)).

7.2 Exercices.

1. Soit %/ un ultrafiltre non principal sur N. Montrer que la structure (R, +,.,0,1) est
une sous-structure élémentaire de [[ R/ .

2. Trouver un sous-ensemble de [[R/U inclus dans 'intervalle [—1 1] qui n’a pas de

borne supérieure. Montrez que cet ensemble n’est jamais définissable & paramétres
dans R.

3. Soit s la fonction successeur dans N et dans Z. Montrez que (N, s) est une sous-
structure de (Z, s), mais pas une sous-structure élémentaire.

4. Donnez un exemple de deux L-structures A C B telles que A = B mais A n’est pas
une sous-structure élémentaire de B.

5. Soit K un corps commutatif et soit £ := {+,—,.,0,1}. Montrer que tout sous-
ensemble de K définissable par une formule sans quantificateurs dans (K, +, —,.,0, 1)
est soit fini soit cofini.

6. Soient £ := {+,—,.,0,1} le langage des anneaux et L. := LU{<} celui des anneaux
totalement-ordonnés. Soit T' la L.-théorie des corps réels-clos.
Ecrivez une axiomatisation de 7'
Montrez que T' n’a pas ’élimination des quantificateurs dans le langage L.
Montrez que T a des fonctions de Skolem définissables.
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7. Montrez que 'anneau des entiers < Z,+, —,.,0,1 > a des fonctions de Skolem défi-
nissables.
(Aide : tout entier positif est somme de 4 carrés.)

8. Soit (N*, <) 'ensemble des nombres naturels non nuls muni de la relation d’ordre
partiel suivante : n < m si n divise m, pour n,m € N*. Montrer que les sous-
ensembles suivants sont définisables sans paramétres : {1}, ’ensemble des nombres
premiers, les nombres naturels qui ne sont pas divisibles par le carré d’un nombre
premier.

9. Pour tout langage £, montrez que deux structures sont élémentairement équivalentes
ssi elles le sont pour tout sous-langage fini.
Montrez que si £ est dénombrable, si T est une L-théorie sans modéles finis et si
deux modéles dénombrables sont élémentairement équivalents, alors T' est compléte.

10. Soit (R, 4+, —,.,0,1) un anneau unitaire (pas nécessairement commutatif). Soit Lp :=
{+,—,0, ;7 € R} le langage des R-modules. Un R-module & droite M est un modéle
du schéma d’axiomes suivants :

(M, +,0) est un groupe abélien,

Ymm-(r.s)=(m-r)-s,

Vmm-(r+s)=m-r+m-s,

Ymm-1=m,

VYmiVme (mi 4+ ma)-r=my-r+mg-r.

Soit (K, o) un corps commutatif avec un automorphisme o. Soit R := K|[t; o] 'an-
neau des polyndémes gauches c.a.d. c’est ’ensemble des sommes formelles de la forme
Sy t'.a;, ot a; € K, n € N, la somme est définie par

S thai+ Y thb =31 t'.(a; + b;) et la multiplication est définie par la régle
a.t =t.o(a) pour a € K, de la fagon suivante :

Sy thai- 30 b =Y AT tk.(ZH_j:k 09 (a;).bj). Montrez que K est un K|t; o]
module & gauche (on définit 'action de ¢ sur K par k.t = o(k)).

11. On garde les notations de ’exercice précédent.

Une formule positive primitive (p.p.) est une formule existentielle positive de la
forme ¢(y1,- -+, yn) == 3x1 - Irp Npeny Dorey Ti-Tik = 2?21 y;.5;, ou N est un sous-
ensemble fini de nombres naturels, 7, s, € R.

Soit (a1, -+ ,an_1) € M, montrez que {y € My : My = ¢(a1, - ,an_1,y)} est
la classe latérale d’un sous-groupe de M;.

Soient M1 C My deux R-modules a droite, on dit M est pur dans My si toute for-
mula p.p. & parameétres dans M satisfaite dans My est satisfaite dans M7. Montrez
que M est pur dans My ssi pour toute formule p.p. ¢(z) & une variable libre on

a pour tout a € M; : My = ¢(a) ssi Mz = é(a).

7.3 Sous-structures élémentaires et test de Tarski-Vaught.

Dans le chapitre 2, nous avons vu la notion de sous-structures élémentaires (voir Défini-
tion [2.4.1]). Une premiére remarque immédiate : si T" est une L-théorie qui a l'e.q. et si A, B
sont deux modéles de T et A C B, alors A < B.
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Définition 7.3.1 Soit (I, <) un ensemble totalement ordonné et soit (M; : i € I) une
chaine de L-structures, c.a.d. pour tout i < j, M; C M; (voir chapitre 1, section 1.3). On
dit que (M; : ¢ € I) est une chaine élémentaire de L-structures si, de plus, pour tout ¢ < j,

./Vli %Mj.

Lemme 7.3.2 Soit (M; : i € I) une chaine élémentaire de L-structures. Alors pour tout

Preuve : On procéde par induction sur la complexité des L-formules. O

Proposition 7.3.3 SiT est une théorie modéle-compléte, alors T est fermée par unions de
chaines.

Preuve : On applique la définition (voir Definition [6.5.7) et le lemme précédent sur les
chaines élémentaires. O

Exercice : Trouver des exemples de chaines (respectivement chaines élémentaires) de
structures.

Théoréme 7.3.4 Soient M, N deux L-structures telles que M C N .

Alors M est une sous-structure élémentaire de N ssi pour toute L-formule ¢p(z,x1,- -+, Tp),
pour tout ai, -+ ,a, € M, si N &= Tz ¢(x,a1,--- ,ay) alors il existe b € M tel que
N E ¢(b,a1,--- ,an).

Preuve :: (=) : Exercice.
(«=) Par induction sur la complexité des formules. O

Exercice : Montrer que si I’on remplace dans I’énoncé de ce théoréme, M par un sous-
ensemble X et si Pon suppose que pour tout ay, - ,a, € X, si N | 3z ¢(z,a1,--- ,an)
alors il existe b € X tel que N' = ¢(b, a1, ,an),
alors la sous-structure de N engendrée par X est égale & X et X est une sous-structure
¢lémentaire de N. O

Exercice : Trouver un exemple de deux structures (infinies) telles que A C B, et
Def,(A) = Defn4(B) N A", pour tout n € N* mais telles que A n’est pas sous-structure
élémentaire de B.

7.4 Construction de sous-structures et extensions élémentaires

Théoréme 7.4.1 (Lowenheim Skolem descendant). Soit A une L-structure infinie et E un
sous-ensemble de A. Alors il existe une sous-structure élémentaire B de A, contenant E et
de cardinalité inférieure ou égale a |E| 4 |L£] + No.

Preuve : Notons k := |E| + |L| + Rg. Posons Ey := E. Par induction sur n € N, on construit
E, C A Soit Lg, := LU{c, : u € E,}. Soit Fg, l'ensemble des Lg,-énoncés de la
forme 3z ¢ (x) ot ¥(x) est une Lg,-formule. On énumeére ces énoncés o, ot p < K c.a.d.
FEe, ={o,:p <k}
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Supposons que nous avons construit £, et construisons K, 1. Pour chaque o, € Fg,,
on vérifie si A |= oy, si c’est le cas, on choisit dans A un élément que I'on note a,, et on
pose En g, := E, U{ag,}. Sinon, c.a.d. si A |~ 0y, on pose By 4, 1= Ep.

On définit F,41 := Uo,eFp, Eno,-

Posons B := |J,,cn En et montrons que B est le domaine d'une sous-structure élémentaire
de A.

e Le domaine de B est bien le domaine d’une sous-structure de A. Montrons que si ¢
est une constante de £, alors ¢ € Ey. 1l suffit de considérer 1‘énoncé : 3z = = ¢ (¢ € Lg,).
Montrons que B est fermé par les fonctions de £. Soient F'(z1,- -+ ,xy,) une fonction m-aire
de Letb:= (b1, - ,bn) C B.1lexisten € Ntel que b C E,. Soit & := (cp,,- -+ ,¢,,) C LE,
et considérons 'enoncé Jz x = F(¢j).

e On applique le test de Tarski-Vaught pour montrer que B est bien le domaine d’une
sous-structure élémentaire. Soit ¢(x,7) une L-formule et b C B. Comme précédemment il
existe n € N tel que b C E,,. Supposons que A |= 3z ¢(x,b). Soit & := (cp,, -+ ,¢p,,) C LE,
et considérons I'enoncé 3z ¢(z, ¢;). Il appartient & Fp,, et donc il existe p € On tel qu’il est
égal & 0,,. Par hypothese, il existe a € A tel que A = ¢(a,b). Par construction de E, 1, on
a mis dans E, 11, un élément a,, tel que A = ¢(aq,,b).

e La cardinalité de B est inférieure ou égale a celle de |J
égale A k.) O

new FE, qui est inférieure ou

Théoréme 7.4.2 (Léwenheim Skolem montant). Soit A une L-structure infinie et k un
cardinal infini avec k > |A| + |L|. Alors, il existe une sur-structure élémentaire B de A, de
cardinalité k.

Preuve : On construit tout d’abord en appliquant le théoréme de compacité une sur-structure
C élémentaire de cardinalité supérieure ou égale & . Ensuite on applique le théoréme pré-
cédent pour obtenir une sur-structure de A qui soit une sous-structure élémentaire de C de
cardinalité k.

Soit La, == LaU{ca : a < k}. Soit Ty, := Diage(A) U {ca # cg : a < B < K}
La théorie T}, est consistante car elle est finiment consistante (un modéle étant A). Soit C
un modéle de T. On applique alors le théoréme précédent en prenant pour structure, la
structure C et comme sous-ensemble {c§ : a € A}. On obtient ainsi une £, .-sous-structure
élémentaire B de C, de cardinalité s, contenant A et comme B |= Diage(A), A < B. (La
structure B est de cardinalité > k car c’est un modeéle de T}, et elle est de cardinalité < &
par le théoréme précédent. O

Corollaire 7.4.3 Soit L un cardinal dénombrable, A une L-structure infinie et k un cardi-
nal infini. Alors il existe une L-structure B élémentairement équivalente & A et de cardinalité
K.

Preuve : Si A est de cardinalité < k. On applique le Théoréme [7.4.2] et donc il existe une
extension élémentaire B de A de cardinalité . Si A est de cardinalité > k. On applique
le Théoréme en prenant un sous-ensemble F de A de cardinalité x et on trouve une
sous-structure élémentaire B de A de cardinalité k. O

Remarque : Etant donné une L£-théorie consistante T' qui a des modéles infinis, ot £
est dénombrable, ces théorémes nous montrent que pour chaque cardinal infini x, on a un
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modéle de T de cardinalité k. C’est pour cela que 'on parle de la classe des modéles de T
(et non de 'ensemble des modéles de T').

Définition 7.4.4 Soit x un cardinal infini. Une théorie T est x-catégorique si elle est consis-
tante et si tous ses modéles de cardinalité x sont isomorphes.

Exemples :
e La théorie des espaces vectoriels sur un corps fini I}, est No-catégorique.
e La théorie des espaces vectoriels sur Q est Ni-catégorique, mais pas Ng-catégorique.

Théoréme 7.4.5 Soit L un langage dénombrable. Toute L-théorie T qui n’a que des mo-
déles infinis et qui est k-catégorique pour un certain cardinal k infini, est compléte.

Preuve : Montrons que tous les modéles de T" sont élémentairement équivalents. Soient A, B
deux modéles de T. Comme ils sont nécéssairement infinis, on peut appliquer le Corollaire
[743] 11 existe donc A; = A, de cardinalité x et By = B de cardinalité x. Par hypothése,
A2 BietdoncA=8B. O

Autre preuve Supposons que T ne soit pas compléte. Il y a donc un L-énoncé ¢ tel que
T ¥ ¢ et TE —¢. Puisque T ¥ ¢ (resp. T ¥ —¢), il existe des modéles My, M; de T tel que
Mo E ¢ et My ¥ —¢p. Comme T n’a pas de modéle fini, My et M7 sont tous les deux infinis.
Par le Corollaire [7.4.3] on peut trouver Aj et N7 de cardinalité « et tels que N; = M;, pour
i =0,1. Et donc ces deux modéles de T : Ny, N7 ne sont pas isomorphes, ce qui contredit
la k-catégoricité de T. O

Remarque : Il faut faire attention a 'hypothése : T' n’a que des modéles infinis. Soit
L = {.,1}, alors la L-théorie des groupes d’exposant 2 c.a.d. les groupes satisfaisant a
I'énoncé : Vo 22 = 1 n’est pas compléte, bien que tous les modéles de cardinalité X soient
isomorphes.

Soit £ := {<} et T gense la L-théorie des ordres denses (voir chapitre 5). Soit T¢ la
L-théorie Tc gepse U{VaxIydz y < x < z}.

Théoréme 7.4.6 (Cantor) La L-théorie Tc des ordres denses sans premier ni dernier élé-
ment est Ng-catégorique.

Preuve : Soient (A, <) et (B, <) deux modeéles dénombrables de T'. Notons que ces modéles
sont infinis (sinon ils auraient un maximum ou 'ordre ne serait pas dense). Soient (an)new
(respectivement (by,)ne,) une énumeération de A (respectivement de B). On construit une
suite de bijections f; : A; — B;, ou A; C A et B; C B sont finis. On veut que la suite
(fi) verifie : fo C f1 C ..., et que si z,y € A;, alors (z < y ssi fi(z) < fi(y)). On appelle
fi un plongement partiel. La construction sera effectuée de telle sorte que A = (J,,, A; et
B = ;e,, Bi : dans ce cas, on aura f := J,;c, fi isomorphisme de (4, <) dans (B, <).

Aux étapes impaires de la construction, on va étendre le domaine A; (et donc aussi f; et
B;) de fagon a avoir A = (J,;,, Ai- Aux étapes paires, c’est I'image B; qui va étre étendue
de fagon a obtenir ensuite B = J,.,, Bi.

Le fait de construire un isomomorphisme ainsi en alternant deux types d’étapes (I'une
construisant le domaine, 'autre I'image) donne son nom a la méthode de construction de
va-et-vient.
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étape 0 : On pose Ag = By = fo = 0.

étape n+ 1 =2m + 1 : On veut s’assurer que a,, € Ap+1. Si apy, € Ay, on pose Ayqq 1=
Ay By = Bn; fat1 = fa- Siam ¢ A, on doit trouver b € B\ B, tel que pour tout
élément a € A, a < a, ssi fr(a) <b. Il y a trois possibilités :
i) a, est plus grand que tous les éléments de A,
ii) a,, est plus petit que tous les éléments de A,
iii)ily aa,f € A, tels que a < f et a < a,, < B et tels que chaque élément de A,, est soit
plus grand que f soit plus petit que « (cela est possible puisque A,, est fini).
Dans le cas i) (resp. ii)), comme B, est fini et que B est un modele de 7', on peut trouver
b € B plus grand (resp. petit) que tous les éléments de B,,. Dans le cas iii), par hypothése
d’'induction f, vérifie f,(a) < fn(B). Il existe donc b € B\ By, tel que fp(a) < b < fn(B)
(Pordre est dense). Notons que 'on a alors : pour tout élément a € A,,, a < ay, ssi fr(a) < b.
Dans les trois cas, on peut donc poser : A, 1 := A, U{am}, Bnt1 := By U{b}, et

fn+1 : An+1 — Bn+1
o' = fala) si a€ Ay
am, — b

étape n+ 1 = 2m + 2 : On veut cette fois s’assurer que b, € By4+1. La preuve est simi-
laire & celle de I'étape impaire.

On a construit une bijection f : A — B qui respecte l'ordre, c’est donc bien un L£-
isomorphisme. O

Corollaire 7.4.7 La théorie des ordres denses sans premier ni dernier élément est com-
plete.

Preuve : On montre tout d’abord que tout ordre sans premier ni dernier élément est infini.
Ensuite on applique les théorémes et[746, O

7.5 Exercices.

1. Montrez que la classe des groupes abéliens ot tout élément est d’ordre 2 est Ng-
catégorique.

2. Est-ce que la classe des groupes abéliens infinis oul tout élément est d’ordre 4 est
compléte ?
3. Montrez qu’'une théorie T' qui a un modéle fini et qui est compléte, a un seul modéle.

4. Soit T la théorie des ordres denses dans le langage {<}. Montrez que tout modele
de T est infini. Est-ce que T est compléte ?

5. Soit Ly := {s}, ot s est un symbole de fonction unaire. Soit T' 'ensemble des Lo

énoncés qui expriment que s est une bijection sans cycles c.a.d. pour chaque n € w,
on a Vr s"(z) # x.

Montrer que T est Nj-catégorique mais pas Ng-catégorique.
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Chapitre 8

Dualité de Stone.

Rappelons la définition de théorie compléte.

Définition 8.0.1 Une théorie est compleéte si elle est consistante et maximale pour cette
propriété (dans le sens = et non ensembliste) c.a.d. pour tout L-énoncé o, T = o ou
T = —o.

Deux L-théories T7 et 1o sont dites équivalentes si elles ont les mémes modéles.

Une fagon concréte d’obtenir des théories complétes est la suivante.

Soit A une L-structure, la théorie de A est 'ensemble, noté T'h(A), de tous les énoncés
vrais dans A. Cette théorie consistante est aussi compléte (en effet dans A tout £ énoncé o
est soit satisfait, soit sa négation —o est satisfaite).

Exercice : Montrer que si T est une théorie compléte, alors T' est équivalente a4 une
théorie de la forme Th(A), ot A est un modéle de T (voir 2.4 Exercice (1)).

Notation 8.0.2 Soit K une classe de L-structures, la théorie de K est ’ensemble noté
Th(K) de tous les L-énoncés o vrais dans les éléments de I c.a.d. tels que pour tout A € K,
AkE=o.

Soit T est une théorie, on notera T I’ensemble des conséquences de T' c.a.d. I’ensemble
des énoncés o tels que T |= o). Ces deux théories T et T sont équivalentes. On a aussi que

T = Th(Mod(T)).

8.1 Classes élémentaires.

Définition 8.1.1 On dira qu'une classe K de L-structures est élémentaire s’il existe un
ensemble de L-énoncés X tel que K soit la classe de tous les modéles de X, ce que 'on
notera par K = Mod(X).

Exercice : Pour toute classe K de L-structures, on a que K C Mod(Th(K)). Montrez
que K est une classe élémentaire ssi K = Mod(Th(K)).

Proposition 8.1.2 Soit K une classe de L-structures. IC est élémentaire ssi KC est fermée
par ultraproduits et équivalence élémentaire.
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Preuve : (—) Supposons K = Mod(X) ou ¥ est un ensemble de £-énoncés. Soient A; € KC,
i € I, soit % un ultrafiltre non principal sur /. Montrons que [[;.;.Ai/% appartient &
K. De facon équivalente, [[,c; Ai/% = X, ce qui découle du théoréme de Los car chaque
A EX.

Soit A € K et soit B= A, alors B |= X et donc B € K.

(«) Soit ¥ := Th(K), il faut montrer Mod(X) = K. Par définition, on a que K C
Mod(X). Soit B € Mod(X), si on montre que B est élémentairement équivalente a un ul-
traproduits d’éléments de K, alors on a terminé. Pour chaque 7 € Th(B), il existe M, € K
tel que M, = 7 (sinon -7 € X). Soit J, := {r € Th(B) : M, [ o}. Notons que
Js # (. De plus, {J, : o € Th(B)} a la Propriété de I'Intersection Finie. En effet,
Joy N doy NN Jg, = Jopns,- Donc il existe un ultrafiltre qui contient cet ensemble
de parties de Th(B). Posons I = Th(B).

Claim : [[, M,/% = Th(B) et donc B=1[;, M,/% .

Prewve : Soit ¢ € Th(B), par le théoréme de Los, [[; M./% |= o est équivalent a
{rel: M; [ o} € %Z. Ce dernier ensemble est exactement J, qui est dans % par
construction.

Par hypothése sur K, B € K : ce qu’il fallait montrer. O

Cette proposition nous permet a partir d’une classe IC de construire la plus petite classe
élémentaire qui contient IC. Il suffit de fermer K par ultraproduits et équivalence élémentaire.
En utilisant le fait qu’un ultraproduit d’ultraproduits d’éléments de K est encore un ultra-
produit d’éléments de K et la proposition [8.1.2] on peut montrer que la plus petite classe
élémentaire qui contient K est égale a la classe des structures qui sont élémentairement
équivalentes & un ultraproduit d’éléments de K.

Par le théoréme de Frayne suivant et (x), cette classe est égale a la classe des structures
qui se plonge élémentairement dans un ultraproduit d’éléments de K.

Théoréme 8.1.3 Soient A, B deux L-structures et supposons que A = B. Alors il existe
un ensemble I et un ultrafiltre % sur I tel que A se plonge élémentairement dans [, B/« .

Preuve : En utilisant ’axiome du choix, on énumeére le domaine de A : (aq)a<n, OU a, A €
On. On pose L4 = LU {cy : @ < A} et on considére A comme une L4-structure en
interpretant ¢, par a,. On note A* cette nouvelle structure.

Soit F l’ensemble de toutes les L£-formules. A une L-formule ¢(x1,--- ,x,), on associe
un ensemble de £ 4-énoncés : ¢(cay, - 4 Cay ), lorque ag < -+ <y < A Soit F4 ensemble
de tous les £ 4-énoncés.

Posons I := {0 € F4 : A* E o}. Pour 0 € I de la forme ¢(coy, "+ ,Ca,), OU
¢(z1,- -+ ,x,) une L-formule, on a que A* =0 ssi A = ¢(an,, -+, aa,,)-

Supposons que A* = o, donc A = Jzq -+ 3z, ¢(21,- -+, zpn). Comme A = B, on a que
B = 3y -3z, (a1, -+ ,xy). Posons by := (bgars- - »00a,) un n-uple d’éléments de B
tel que B = ¢(bs).

A chaque x € I, on associe ainsi un uple d’éléments b, et on emploiera la notation
B = ¢(by) en sous-entendant que b, a la bonne longueur.

Pour tout o € I, on pose J, :={x € I : B= ¢(by)}.
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Affirmation : L’ensemble {.J, : x € I} ala propriété de l'intersection finie.

Preuve : Montrons que o1 A--- Aoy, € Jy N---NJy, . Par définition, J,, N---NJ,, =
€T BE 61(b) Adalby) A+ Adulby)t = X € 1 B (61 Ada -+ Adn)(by)}. Mais
par définition, B |= (¢1 A 2 A+ A dn)(bgy Agon-ngn)s 1€ Niey @i € 1.

Soit % un ultrafiltre contenant cet ensemble de parties.

On envoie a, sur la classe, modulo %, de la suite (byq)scr. Montrons que cette appli-
cation de A dans [[; B/ est élémentaire.

Soit ¢(z1,- -+ ,zp) une L-formule et supposons que A = ¢(aq,, -+, ayp), donc en posant
0 :=¢(Cay, " ,Ca,), onaque Jy € %, ie. {x €1:B = ¢(byar, ,bya.)} € %, ainsi
I B/% = ¢([byanl - lbxan]) B

Définition 8.1.4 On dira que ¥; axiomatise X si la classe des modéles de 31 est égale a
celle de X, ou de fagon équivalente si ces deux théories sont équivalentes. On dira que X est
finiment axiomatisable s’il existe un ensemble fini ¥ qui axiomatise X.

On dira que ¥; axiomatise la classe KC si K = Mod(31) ou encore si K est élémentaire et
si 31 est équivalente a Th(K). La classe K est finiment axiomatisable si K est élémentaire
et si Th(K) est finiment axiomatisable.

Exemple : Soit K la classe de tous les corps finis. La plus petite classe élémentaire
qui contient K est la classe des structures élémentairement équivalents a un ultraproduit de
corps finis.

J. Ax a identifié la théorie de la classe de tous les corps finis dans le langage des anneauxs
{+,—,.,0,1} (voir Az, James, The elementary theory of finite fields. Ann. of Math. (2) 88,
1968, 239-271). Un modéle infini de cette théorie est appelé un corps pseudofini. Et donc
tout corps pseudofini est élémentairement équivalent & un ultraproduit non-principal de
corps finis.

Définition 8.1.5 Un corps est parfait s’il vérifie les propriétés suivantes pour chaque p €
P
p=0—VzIy (x = yP).

Proposition 8.1.6 Tout corps pseudo-fini est parfait.

Preuve : Il suffit de montrer que tout ultraproduit de corps finis de caractéristique p satisfait
a la propriété : Vz3y (z = yP) ou encore que 'application Frobenius est surjective. Par le
théoréme de Los, il suffit de vérifier cette propriété dans chaque corps fini de caractéristique
p. Mais dans une structure finie, toute application injective est surjective. O

J. Ax a montré qu'un corps K est pseudofini si et seulement s’il vérifie les propriétés
suivantes (que 'on peut exprimer par un schéma d’axiomes) :

1. K est parfait,
2. pour chaque n € w*, K a une seule extension algébrique de degré n,
3. toute variété absolument ireéductible définie sur K a un point dans K.

Exercice : Soit K un corps pseudofini. Montrer que ’énoncé x qui exprime que toute
application polynomiale de degré < d de K™ dans K™, qui est injective est surjective est
vrai dans K (voir chapitre |4.2)).
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8.2 Espaces de Stone.

Dans ce chapitre, nous allons, & un langage £ donné, considérer l'espace de toutes les
L-théories complétes, sur lequel nous allons mettre une toplogie, pour laquelle cet espace
sera Hausdorff et compact.

Définition 8.2.1 Soit T une L-théorie consistante. Par commodité, on supposera que L
contient au moins un symbole de constante.

Soit So(T) 'ensemble des £-théories complétes 77 qui contiennent 7" et telles que 7" = T".
Un point de Sy(T") est donc Iensemble de toutes les conséquences d’une théorie compléte
qui contient T', ou encore est de la forme Th(A), ou A =T.

On munit Sy(7") d’'une topologie de la fagon suivante.

On définit [7] := {p € So(T) : 7 € p}, ou 7 parcourt les L-énoncés. Notons que, pour
71, To deux L-énoncés, on a :

[11] N [12] := [11 A T2).

[11) U [1o] :=[11 V 712].

[=7] = So(T) — [7] (noté [r]°).

So(T)=[c=c]et ) =c#c].

On prend comme base d’ouverts : {[T] : T est un L-énoncé }. On notera ’espace topo-
logique correspondant Sp(7"). Notons que [7] = [-7]¢ (et donc c’est aussi un fermé).

Remarque : Une L-théorie compléte p est finiment axiomatisable s’il existe un L£-énoncé
T tel que {p} = [7].

Rappelons qu'un espace topologique est compact si de tout recouvrement d’ouverts on
peut extraire un sous-recouvrement fini. Il est Hausdorff (ou séparé) si pour toute une paire
de points {p1, p2} on peut trouver deux ouverts disjoints Oy, O3 tels que p; € O1 et pa € Os.

Proposition 8.2.2 L’espace So(T') est séparé et compact.

Preuve : Montrons que So(T") est Hausdorff (de fagon équivalente séparé). Soient p; # py €
So(T'). 11 existe donc o € p; — pa2 (et donc —o € p2). On a donc p; € [o] et p2 € [—o] et
[o] N [~o] = 0.

Soit So(T') = Ujer[mi]. Donc 0 = Njer[-7]. Autrement dit, TU {—7; : i € I} est in-
consistante. Par le théoréme de compacité, une partie finie E de cette théorie est incon-
sistante (et on peut supposer que toute partie propre de E est consistante). Comme 7" est
consistante, cette partie finie £ n’est pas incluse dans 7. Soient —7;,--- ,—-7;, € E—T.
Donc toute théorie compléte qui contient 1" et /\1§j§n—1 —7;; contient 7;,. Autrement dit
So(T) = Ui<j<nlm,] (et ce recouvrement est minimal). O

Corollaire 8.2.3 Tout ouvert-fermé (i.e. tout ouvert qui est aussi un fermé) de So(T") est
de la forme [o], pour un certain L-énoncé o.

Preuve : Un ouvert est de la forme | J;c;[7], 8l est fermé son complémentaire dans So(T")

est de la méme forme i.e. J;¢ ;o] et done So(T') = U;¢;[mi] U U, ¢ lo;]. Par la Proposition
il existe un sous-recouvrement fini c.a.d. il existe Iy C I et J; C J finis tels que
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So(T) = User, 1] U Ujeh [0j]. Comme | J;cp, [7:] est inclus & ;e [7i], Uj€J1 o] C Ung[aj]
et que ces deux ensembles sont disjoints, 'ouvert-fermé de départ est égal & J;c;[7i] =

Vier,ml- O
Soit ¥ une L-théorie, on associe a ¥ un fermé Fy de 'espace Sp : Fy := [ exlo]-

Exercice : Montrez que si Fx, # () ssi ¥ est consistante. Montrez que pour ¥; une
L-théorie, ¥ et ¥ sont équivalentes ssi Fy, = Fy, et que X est finiment axiomatizable ssi il
existe un énoncé 7 tel que Fy, = [7].

Proposition 8.2.4 Une classe I de L-structures est finiment axiomatizable ssi IC et son
complémentaire K¢ dans la classe de toutes les L-structures sont élémentaires.

Preuve : (—) C’est immeédiat car par définition il existe X fini tel que K = Mod(%) et
donc en posant 7 := A .y 0, K = Mod(7). Ainsi, on a K¢ = Mod(—~7).

(+) Puisque K est élémentaire, il existe une L-théorie ¥ (respectivement Y')
telle que K = Mod(X) (respectivement K¢ = Mod(X')). Soit Fy (respectivement Fyy) le
fermé correspondant de Sp(7'). Comme ces deux fermés sont disjoints et complémentaires
(en effet supposons qu'il existe p € Fx, N Fyy, et soit A |= p, alors A € KN K¢; s'il existe
p € Sy— (FxUFsy)etsiBEp,alors B¢ K and B ¢ K¢ une contradiction). Par le
Corollaire louvert-fermé Fy, est de la forme [7], et donc K est axiomatisable par 7.

On peut aussi faire une preuve directe de ().

Supposons qu’au contraire que pour tout o € Th(K), il existe M, € K¢ et M, |= o.
Posons J, = {r € Th(K) : M; | o} # 0. Cet ensemble de sous-ensembles de Th(K) a
la P.LF. Soit % un ultrafiltre contenant cet ensemble de parties. On a [ [, cqp, ) Mo/U =
Th(K). En effet pour tout 7 € Th(K), J; € U et donc [[ryc) Mo/% € KN KC. (En effet,
K est élémentaire et donc K = Mod(Th(K)) et K¢ est fermée par ultraproduits.)

O

Remarque : Si K, est une classe de L-structures axiomatisée par un L-énoncé o, et
si KC est une classe élémentaire de L-structures telle que K C Iy, alors : K est finiment
axiomatisable ssi K, \ KC est élémentaire.

La preuve est similaire & celle de la proposition en voici une idée :

(—) Soit 7 un L-énoncé axiomatisant K. La classe K, \ K est axiomatisée par o & —7.

(¢-) (preuve topologique) F' := [, [7] est un fermé. Soit [o] 'ouvert-fermé correspon-
dant & IC,. Par hypothése Fy := [o] \ F' est fermé; [o] = FUF} ; donc F' est un ouvert-fermé
(avec U dénotant I'union disjointe) et donc de la forme [7], pour un certain £-énoncé 7.

(«+) (preuve par ultraproduits) Comme K C Ky, si 7 € Th(K), alors 7 & o € Th(K).
Si K n’était pas finiment axiomatisable, pour tout 7 € Th(K), il existerait M, ¢ K tel que
M; =7 & o (et donc M, € Ky). Posons Jr = {x € Th(K) : M, E 1& o} D {7}. Cet
ensemble de sous-ensembles non-vides de Th(K) a la P.ILF. Soit % un ultrafiltre contenant
cet ensemble de parties. On a [, eqy ) My /% = Th(K). Or comme Ky \ K est fermée par
ultraproduits, cet ultraproduit appartient K, \ . Mais par construction [[,, My, = Th(K)
et donc comme K est élémentaire, [[,, M, € I, une contradiction. O
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8.3 Espaces de types et saturation.

Soit T" une L-théorie consistante. Nous avons défini ’espace topologique So(7T') des L-
théories complétes 7" qui contiennent T et telles que 7" = T".

Lorsque T est une théorie compléte, So(7') est un singleton. Et donc, nous allons associer
a T une suite d’espaces topologiques que ’on obtient en enrichissant le langage £ par un
ensemble de constantes qui n’apparaissent pas déja dans L.

Dans le chapitre suivant, nous donnerons une caractérisation des théories complétes T,
pour lesquelles tous les espaces S,,(T') sont finis, n € N.

Définition 8.3.1 L’ensemble S;(T"), respectivement S, (7T), est I'ensemble des £ U {c; }-
théories complétes Ty qui contiennent T' et telles que 7y = 77 (c.a.d. maximales comme
ensembles d’énoncés), respectivement ’ensemble des Lz := L U {c1,- -, ¢, }-théories com-
plétes T;, qui contiennent T et telles que T;, = T;, (out {¢; : i € N} est un ensemble de
nouveaux symboles de constantes (c.a.d. qui n’apparaissent pas déja dans L).

Dans S, (T"), on prend comme base d’ouverts [¢(¢)], ot ¢(Z) parcourt les L-formules a
n variables libres.

Les espaces topologiques S, (T") correspondants sont séparés et compacts (voir Proposi-
tion .

A un point de S, (T), on associe 'ensemble des L-formules & n-variables libres obtenu
en remplagant ¢y, -+ , ¢, par x1,--- ,x, et cet ensemble de L-formules est appelé un n-type
complet (voir chapitre . On fera l'abus de langage et notation swivant. On dira que ce
n-type complet appartient & S, (T).

Un ensemble de L-formules & n variables libres est un n-type s’il peut étre complété en
un n-type complet.

Soit M =T, ap € S,(T), on associe le sous-ensemble de M™ (infiniment définissable)

suivant : (e, ¢(M).

Soit M |= T et soit A C M ; notons Th(M), la théorie de M dans le langage L4 :=
LU{c,: a€ A}, ol ¢, est un symbole de constante qui n’appartient pas a L.

On note S)*(A), Despace S,(Tha(M)). Soit m € M™, on note tpy'(m), ou pit(m),
I'ensemble des £ 4-formules ¢(v1,- - ,vy,) telles que M = ¢(m).

Exercice : Pour tout n-type complet p(z) € S, (T), il existe M =T et a C M" tels
que tp™M (@) soit égal a p(z).

Définition 8.3.2 Soit x un cardinal infini et £ un langage dénombrable. Un modéle M est
K-saturé si pour tout A C M de cardinalité strictement plus petite que k, tout élément p de
S’,/ZV[(A) est réalisé dans M c.a.d. qu’il existe un uple ¢ C M tel que pour toute L 4-formule

¢(x1,- -+ xn) € p, M= 6(0).

Théoréme 8.3.3 Soit L un langage dénombrable, % wun ultrafiltre non principal sur w et
Ap, n € w, des L-structures. Alors M =[], Mn/% est Ny-sature.

Preuve : Soit A un sous-ensemble dénombrable de M et soit p(z) € SM(A). Comme £ 4 est
dénombrable, p(Z) contient un nombre dénombrable de formules. Posons p(z) := {¢,(Z) :
n € w}, ol ¢, (Z) est une L 4-formule.
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Comme 7 est non-principal, % contient le filtre des parties cofinies. Soit J := {m €
w: m>k& M, E3T(p1 A+ A dr)(Z), par hypothése J, € % . Pour chaque m, il existe
un plus grand k tel que m € Ji. Notons un tel k, k(m) et choisissons un uple a,, C M,, tel

que My, = (d1 A= A b)) (@m)-

Pour tout k, on a que
{mew: My, E op(am)} D{mew: k<k(m)} D J.
Ainsi la classe, modulo %, de la suite (G, )mew satisfait chaque ¢ dans M. O
Lemme 8.3.4 Un espace topologique X compact et infini admet un point non isolé.

Preuve : En effet, supposons que tout point de X est isolé, ie : Vo € X, {x} est ouvert.
Alors | J,cx{z} est un recouvrement de X, qui est compact. On peut donc en extraire un

sous-recouvrement fini : |J, . x/{7}. Or X est infini et X " est fini : contradiction. O

8.4 Exercices.

1. Soit T une L-théorie consistante. Montrez que T est compléte ssi tous ses modéles
sont élémentairement équivalents.

2. Montrez que la classe de tous les groupes est une classe élémentaire.
3. Montrez que la classe C des corps finis n’est pas élémentaire.

4. Soit L le langage des anneaux {+,., —,0,1}. Soient F' et K deux corps.
Montrez que F' est un sous-corps de K ssi I’ est une sous-structure de K.

5. Donner une axiomatisation de la théorie des corps algébriquement clos. Montrer que
cette théorie n’est pas compléte.

6. Soit E(.,.) une relation binaire, soit £ := {E} and soit T un ensemble de £-énoncés
qui exprime que E est une relation d’équivalence qui a, pour chaque n € w — {0},
une seule classe d’équivalence qui contient exactement n éléments. Montrer que Tg
est consistante, que Tr a l'e.q., que Tk est compléte et que Tr a un modéle ot il y
a un nombre infini de classes d’équivalence infinies.

7. Donnez une axiomatisation de la classe des groupes abéliens totalement ordonnés.
8. Donnez une axiomatisation de la classe des corps commutatifs totalement ordonnés.

9. Montrer que la classe des anneaux commutatifs locaux c.a.d. avec un unique idéal
maximal est finiment axiomatisable. (Donner aussi un exemple d’un tel anneau.)

10. Montrez que la classe des groupes abéliens, sans-torsion, divisibles est élémentaire,
mais pas finiment axiomatisable.

11. Montrez qu’il y a Ry groupes abéliens, sans-torsion, divisibles dénombrables non-
isomorphes.

12. Montrez que la classe des groupes abéliens de torsion n’est pas élémentaire.

13. Soit (G, +,<,0) un groupe abélien totalement ordonné; G est archimeédien si pour
tout x, y dans G, tels que 0 < = < y, il existe m € N tel que y < m.x. Montrez que
la classe des groupes archimédiens n’est pas élémentaire.
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14.
15.

16.

17.

18.

19.

Montrer que (Z @ Z, +,0) n’est pas élémentairement équivalent a (Z, +,0).

Montrez que la classe des groupes linéaires de degré n est élémentaire.
(Rappel : un groupe est dit linéaire de degré n si c’est un sous-groupe d’un groupe
de matrices n X n sur un corps commutatif.)

En choisissant le langage, montrer que les classes suivantes sont élémentaires : (voir
[4] pages 37, 38).

(1) la classe des ordres totaux denses sans extrémités

(ii) la classe des ordres partiels

(iii) la classe des arbres binaires

Trouver deux ordres totaux denses sans extrémités non-isomorphes mais de méme
cardinalité.

Soient 17 et T deux L-théories consistantes telles que 17 U Th n’a pas de modéles.
Alors il existe un enoncé 6 tel que T} |= 6 et Ty = —0.

Soient T et Tp deux L-théories telles que pour toute L-structure A, A = Tj ssi
A = T,. Montrez que T} et T, sont finiment axiomatisables.
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Chapitre 9

Théories Np-catégoriques

9.1 Théoréme d’omission des types

Soit T" une L-théorie compléte, soit ¢ un n-uple de contantes n’apparaissant pas dans
L, et soit p(¢) € Sp(T') un point isolé isolé c.a.d. qu'il existe ¢(¢) telle que {p(¢)} = [¢#(¢)]
(Définition [8.3.1)). Explicitons ce que veut dire {p(¢)} = [¢(¢)] (x). Onaque T |=Vz (¢(z) —
¥(Z)) pour tout ¥(¢) € p(¢). (Sinon pour une certaine formule 1(¢) € p(¢), on aurait que
T U{¢(c), =1p(¢)} est consistante, ce qui contredit (*).)

Lemme 9.1.1 Soit p(¢) € Sp(T) un point isolé par la formule ¢(¢). Alors p est réalisé dans
tout modele de T'.

Preuve : Soit N' = T qui réalise p(Z) c.a.d. un modeéle de T' ot on peut trouver un n-uple
a tel que pour toute formule (%) appartenant & p(z), on a N' = ¢ (a) et en particulier
N E ¢(a). Donc N = 32¢(Z). Comme T est compléte on a que dans tout modele M de
T, M |= 3z¢(Z). Soit b C M tel que M |= ¢(b). Comme T |= VZ (¢(z) — 1(Z)) pour tout
() € p(T), on a que M = 9(b) et donc b réalise p(Z) dans M.

Définition 9.1.2 Soit 7" une L-théorie consistante, et M un modéle de T'. On dira qu’un
n-type p(Z) consistant avec T" est omis dans M s’il n’est pas réalisé dans M c.a.d. ot aucun
n-uples de M ne réalise p(Z).

On dira qu'un n-type complet p(¢) € S, (7') est un point non isolé (de S, (7)) si pour toute
L-formule ¢(Z) a n variables libres, [¢(¢)] # {p(c)}. Si p(¢) € [¢(¢)] et p(¢) non isolé, alors
il existe 0(z) € p(z), T U{p(c)} ¥ 0(¢) (voir section 8.3)).

Exercice :

e Soit T := ACF et soit p(x) := {q(X) #0: ¢(X) € Z[X] — {0}}. Montrer que g(z)
n’est pas réalisé dans Q. Déterminer les points isolés de Sy (7).

ee Soit 1" = RCF, déterminer les points isolés de S; (7).

Théoréme 9.1.3 (Théoréme d’omission des types.) Soit £ un langage dénombrable et T
une L-théorie consistante. Soit p(¢) € Sy (1) un point non isolé. Alors il existe un modéle
dénombrable M de T ou ce type p est omis.
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Preuve : On étend itérativement T en une L£L*-théorie T compléte (ou £ C L*) telle que si
M = T*, on aura une sous-L-structure dénombrable M qui sera un modéle dénombrable
de T, omettant p. Chaque "étape itérative" sera divisée en trois sous-étapes, afin d’assurer
complétude, test de Tarski-Vaught, omission de p.

On enrichit £ en y ajoutant un ensemble infini dénombrable C' de nouveaux symboles
de constante : L* := L UC.
On énumeére les £*-énoncés : g, @1, .. .; ainsi que les n-uples de constantes de C': dy, dy, . ..
On peut maintenant construire T* en ajoutant & T des énoncés 0,,,n € w de la fagon sui-
vante :
étape 0 : on pose 6y := Va(x = x)

On suppose maintenant que 65, pour un certain s appartenant & w, a été construit, que
T U{0s} est une L*-théorie consistante, et telle que pour chaque n < s on ait TU{0s} = 6,,.
étape s +1:
cas ol s +1=3i+ 1 (ie s est un multiple de 3) :

Si T'U{0s,;} est consistante, on pose 0511 = 05&¢; ; sinon on pose 0511 = 0;&—p;. Dans
les deux cas T'U {041} est consistante, et T U {041} | 05 (et donc satisfait aussi 0,,,pour
n < s).

Notons que cela nous servira plus tard dans la preuve pour obtenir une théorie T* compléte.
s+1=31+2:

(Remarque : par rapport a la sous-étape précédente, cette "sous-étape-ci" permet d’itérer
sur s sans itérer sur i)

-Si ; est de la forme Jv ¢(v) pour une certaine formule 1 (v) (de complexité quelconque), et
que T' = 05 — ¢;, on prend une constante ¢ dans C' qui n’apparait pas dans T'U{6s}, afin de
construire un témoin de la satisfaisabilité de ¢. On pose 0511 = 05&(c). Puis, étant donné
que dans un modele N de T'U {6s}, il existe a € N tel que N = 1(a), on pose & =a, on
a alors N |= T U{0s11}. On a donc que T'U {0541} est consistante.

-Sinon on pose 0541 = ;.

s+1=31+3:

On construit une L-formule () & partir de 6, et de d; de la facon suivante : on remplace
d; par un n-uple de variables © dans 6, et on remplace chaque autre symbole de constante
ceC\ d; qui apparait dans 6, par une variable v.. Puis on quantifie existentiellement les
variables v.. (les variables de v sont donc libres dans la nouvelle formule, tandis que les
variables v, sont liées)

Comme p n’est pas isolé, [p(v)] # {p}; il y a donc une formule o(v) € p telle que
T ¥ Yo(p(v) — o(v)) (*) (voir la discussion avant la Définition [9.1.2). On pose 41 =
05 & —o(d;), afin que d; ne satisfasse pas p dans le modéle que I'on veut construire (i.e.
TU{p(di)} ¥ p).

T U {0541} est consistante car d’apres (*), il existe N’ modeéle de T et @ C N tel que ¢(a) et
—o(a). En posant CZiN = a, et en interprétant les constantes ¢ € C'\ d; comme les témoins
de Dexistence des v, N est un modele de T'U {6511}

Donc T'U {6,41} est consistante et satisfait ;.
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Posons maintenant 7% = T'U{#,, : n € w}. T™ est consistante car finiment consistante, et

elle est compléte car aux étapes 3i+ 1 on a ajouté soit ;, soit ;. Soit M une L*-structure
satisfaisant 7. On pose My = {CM : ¢ € C}. My est dénombrable car C' lest. My est le
domaine d'une L-sous-structure Mgy de M., et c’est une sous-structure élémentaire (étapes
3i + 2, complétude de T™ et Test de Tarski-Vaught (voir chapitre @ :
Soit ¢(x, ) une L-formule et @ C My. Supposons que M, = Jz¢(z,a). Comme a = dM
pour un d C C, en posant ¢ := Jx¢(z,d) : ¢ est un L*-énoncé et donc de la forme ¢; pour
un certain ¢ € w. Comme M [ @; et que M est un modeéle de T qui est compléte, on a :
T* = ;. 1l existe donc s tel que T' |= 05 — ¢; ; et donc par construction (étapes 3i+2), il
existe une constante ¢ € C' qui n’apparait pas dans T U {f} telle que 05,1 = 05 & ¢(c, d)
avec 011 € T*. Comme M = T*, M = ¢(cM,a), or c™ € My et donc par le test de
Tarski-Vaught, My < M.

M ne réalise pas p : soit a € My, alors il existe d; tel que d = a. A D'étape 3i + 3,
on a posé 541 = 05 & —o(d;), ot o € p.
O

9.2 Modéles atomiques et va-et-vient

Définition 9.2.1 Soit £ un langage dénombrable, T une £-théorie (compléte) et supposons
que T n’a que des modéles infinis. Un modéle M de T est atomique si pour tout n € w
le type d’'un n-uple d’éléments de M est isolé, ie : pour tout n-uple a d’éléments de M,
tpM (@) est un point isolé dans S, (Th(M)).

Notons que si T est une £ théorie compléte, toute paire de modéles atomiques M, N
de T réalisent les mémes types. Soit p € S, (1) et supposons que M réalise p. Il existe donc
un n-uple @ d’éléments de M tel que tp™(a) = p. Par hypothése, tp™(a) est isolé et donc
il existe une formule ¢(z) telle que [¢(Z)] = {p}. Comme T est compléte, 3T ¢(T) est une
conséquence de T et donc N = 3% ¢(Z). Soit b C N tel que N = ¢(b). Par hypothése sur

¢, tpV (b) =

Lemme 9.2.2 Soit £ un langage dénombrable, T une L-théorie (compléte) et supposons
que T n’a que des modéles infinis. St M et B sont deux modéles dénombrables atomiques de
T qui réalisent les meémes éléments de | J, ., Sn(T), alors M et B sont isomorphes.

Preuve : Cette preuve est basée sur la technique de "va et vient" entre deux structures,

comme la preuve du Théoréme de Cantor [7.4.6] On énumeére les éléments de M et B en les

indexant parn € w: M ={my, :n € w} B={b, : n € w}.

Soit donc my le premier élément de M, tp™(mg) € Sy1(T) est isolé par hypothése donc

tp™M(mo) = [tho(z0)], oit 1g est un LU {xg}-énoncé. B réalisant les mémes types que M, on

peut choisir parmi les éléments de B reahsant tpM (myg), un élément b; avec ¢ minimum. On

renomme cet élément bo ; et on pose mO = my.

Smt maintenant b; € B\ {b,} tel que j soit minimum; on le renomme b; et on considére
(b, b)) € S5(T).

Smt Y1 (2o, 1) la formule isolant tp? (bg, b'1).

B = o(bg) — Fa1b1 (b, 1)
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Donc la formule "ig(xo) — 3131 (w0, 21)" est dans tpB(by) = tpM(mg) 11 existe donc
mg € M\ {mz)} tel que v (m;), my,). On peut choisir k minimum, comme fait précdemment.
Remarque : dans B, b/1 #* bE), donc ces deux éléments vérifient la formule "xg # x1”. c’est
pour cela que, par complétude de tpB (bz), bll), on peut prendre aussi deux éléments différents
dans M (En fait on a : ¢1(xg, 1) — xo # x1).

On pose m) = my,.

On prend ensuite le premier élément de M \ {myg,m}}, etc...

On obtient alors deux séquences infinies dénombrables mé), ml17 ...et bb, bll, ... telles que :

M = {mg,m},...} B={by,by,...}

(notons qu’en prenant les indices minimaux, on n’oublie aucun élément ; ie on a considéré
tous les éléments de M et tous ceux de B).

. / / . ’ / / ’
Soit f : m,, + b,,. Par construction, pour chaque n les n-uples (my, ..., m,_1) et (by,...,b,_1)
satisfont les mémes types, f définit donc un isomorphisme de M dans B.

(Remarque : deux uples quelconques (m;,, ..., m;,) et (b;,,...,b;, ) satisfont eux aussi les
mémes types : en effet il existe [, (m;,,...,m;,) C (mé), e ,m;), avec Ji,...,Jk € {1,...,1}
tels que m;, = m;-l, . / /

Par définition de f, on a
(f(mi),- -+, F(mi,)) € (B, -, by)

donc th(f(mil), oo f(myy)) C th(bE), .. .,b;) = tpM(mE),...,m;g).) O

9.3 Théoréme de Ryll-Nardweski

Théoréme 9.3.1 (Théoréme de Ryll-Nardewski). Soit £ un langage dénombrable, T une
L-théorie compléte et supposons que T n’a que des modéles infinis.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est Wo-catégorique ;

(ii) pour tout n, Sp(T') est fini;

(iii) pour tout n, il existe un nombre fini de formules a n variables libres telles que toute
formule a n variables libres soit équivalente a 'une d’entre elles, dans tout modéle de T'.

Preuve : (i) — (ii) :

Supposons que T' est Ny-catégorique et qu'il existe n tel que S, (7T) soit infini. L’espace
Sn(T) est compact donc il admet alors un point non isolé p. Par le théoréme d’omission des
types, il existe un modéle dénombrable M de T ot p n’est pas réalisé.

Soit N |= T tel que N réalise p (p est consistant avec T'), ie : Jaq, -+ ,a, € N,p = tpN(&)(:
{d(v1,- - ,v,) L-formules : N = ¢(a)}).

Par le théoréme de Lowenheim-Skolem, il existe une sous-structure élémentaire Ny de N qui
contient @ et qui est infinie dénombrable. On a donc |[Ny| = |[M]| = Ny, tandis que M 2Z N,
ce qui contredit la catégoricité de T
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(ii) — (iii) On va montrer un résultat un peu plus fort : pour n fixé, S,(7T) est fini
implique qu’il existe un nombre fini de formules a n variables libres telles que toute autre
formule & n variables libres soit équivalente a I’'une d’entre elles, i.e. il existe

¢1($17"' 75["71))"' 7¢m($17"' 7$n)

telles que, pour ¢(z1, -+ ,xy,), il existe i € {1,...,m}, T = Vz(o(T) + ¥i(T)).

Sp(T) est fini par hypothése : soient donc 61, - - , 6 des formules a n variables libres telles
que [0;] ={pi},i=1,...,k, et {pl, -+, Pk} = Sp(T). Tout ouvert dans S, (T") est une union
finie d’ouverts de base {[ i, i=1,...,k}.

Pour J C {1,...,k}, on pose
b=\ b

ieJ

Soit ¢(Z) une L-formule, on considére [¢(Z)] dans S, (T) : il existe J C {1,...,k},

N=Utpiielt=Wb1=1V 0;@)] =[v,(2)]

jGJ ]EJ

que A = ¢(a) & a) (ou A = ~¢(a) & 1 (a)). Alors, en posant ¢ = tp(a), on aurait
€ [oI\ [vy] (Ou g€ [yI\[9])

(i) — (1)
(Notons que le cas n = 0 implique que T est compléte). Grace au lemme il suffit de
montrer que si T satisfait (iii) et si M = T, alors M est atomique. (En effet si deux modéles
de T sont atomiques, ils réalisent les mémes types (voir remarque précédant le Lemme) et
donc s’ils sont tous les deux infinis dénombrables, ils sont isomorphes par le Lemme )

Soit @ € M™. Par hypothése, il existe 1, , 1, telles que toute formule ¢(Z) soit
équivalente dans les modeéles de T' & I'une d’entre elles. Soit J C {1,...,m} tel que M
pji(a) ssijeJ.

Affirmation : {tpM (@)} = [/\jeJ ;] (*) ce qui signifie que tpM(a ) est isolé.
Montrons (*) :
C: ME Njesvi(@), done Ajeyv5 € {8(0) : M £ d(a)} = tpM(a), ie tp™M(a) € [\, ¥5]-
D : Montrons que l'intersection est un singleton. Soit p # tp™(a) tel que p € ﬂje glw;] 11
existe donc ¢ telle que ¢ € p & ¢ ¢ tp™(a) . Or ¢ ¢ tpM(a) <+ —¢(a). Par hypothése,
T = —¢ < 1 pour un certain j. Mais alors M |= 9;(a) et donc j € J; or p € [¢);] :
contradiction. O

On a alors : T = Vx(qﬁ(:@) <+ 1) (Z)); car sinon il existerait A satisfaisant T et a C A tels
by
[
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Chapitre 10

Théorémes de préservation.

10.1 Théories modéles-complétes

Rappelons qu'une L-théorie T est modéle-compléte si pour toute paire de modéles A C B
de T, on a A < B. (Voir Définition [6.5.7)).

Définition 10.1.1 Soient A, B deux L-structures avec A C B. On dira que A est existen-
tiellement close dans B (noté A C.. B) si pour toute formule existentielle ¢(Z) et tout uple
d’élements a de A, si B = ¢(a), alors A = ¢(a).

Théoréme 10.1.2 Soit T une L-théorie consistante. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T est modéle-compléte,
2. pour tous modéles A et B de T tels que A C B, on a A Ce. B,
3. toute L-formule est équivalente dans T & une formule universelle,

4. toute L-formule est équivalente dans T a une formule existentielle.

Preuve : Montrons (2)— (3). Les autres implications sont laissées en exercice.

Tout d’abord on remarque qu’il suffit de montrer que toute formule existentielle est
équivalente a une formule universelle.

Soit ¢(Z) une formule existentielle et soit I'(Z) I'ensemble des formules universelles im-
pliquées dans les modéles de T par ¢(z) c.a.d.

Iz) :={~(x): T EVz(6(Z) = v(z), ot v(Z) est universelle}.

Soit d := (d1,- - - ,dy) des symboles pour n nouvelles constantes et £ := LU{d1,- -+ ,dp}.

Soit A une £z-structure, modéle de T UT'(d). Soit Diag(A) le diagramme (sans quanti-
ficateurs) de A dans L4 := {c, : a € A}.

() Montrons tout d’abord que la £ 4-théorie T4 := T'UDiag(A)U{$(d)} est consistante.

Cela impliquera que TUT'(d) = ¢(d). En effet, soit A = TUT'(d). Par le point précédent,
T est consistante et donc il existe un modéle B de T4 contenant A ot ¢(d) est vraie. Par
hypothése A Ce. B et donc A = ¢(d).

(71) Montrons que T4 est consistante. Par le théoréme de compacité, il suffit de prendre
un nombre fini ¥1(a,d), - ,¥m(a,d) appartenant a Diag(A). Donc A = 3z A, vi(7,d)
et donc comme A = T, Vo - A\, %(Z,d) n’est pas une conséquence de 7' et donc pas une

conséquence de T'U {¢(d)} et donc il existe un modele de T'U {¢(d)} U {3z A, ¥:(Z,d)}.
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(731) Donc T UT'(d) = ¢(d). Par le théoréme de compacité, il existe un nombre fini de
formules (universelles) 1 (%), -,V (Z) appartenant a I'(Z) telles que

TU{m(d),- m(d)} = o(d).

Comme d sont des constantes n’appartenant pas a £, cela implique que

k
TV (\ (@) = ¢(2)).

Jj=1

Par choix de I'(Z), on obtient :

T EVax (

=

(%) ¢ &(2)).

j=1

a

Lemme 10.1.3 ([2] chapitre 4, Corollaire 4.3.8) Si A est une L-structure infinie, alors A
a des ultrapuissances de cardinalité arbitrairement grandes. O

Preuve : (Idée) Un ultrafiltre % sur I est dit x-régulier s’il existe un sous-ensemble E C %
de cardinalité k tel que tout ¢ € I n’appartient qu’a un nombre fini d’éléments de E. On
montre que si I est un ensemble de cardinalité x, alors il existe un ultrafiltre xk-régulier sur
I. Ensuite que si % est un tel ultrafiltre ]H}// Al =1A|". O

Remarque : tout ultrafiltre non principal sur w est w-régulier. On peut prendre pour
E:={n + o0 ne€w}.

Lemme 10.1.4 Soit T une L-théorie consistante et soit K un cardinal infini plus grand que
la cardinalité de L. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. pour tous modéles A et B de T tels que A C B, on a A Ce. B,
2. pour tous modeles A et B de T de cardinalité x tels que A C B, on a A Ce. B.

Preuve : Supposons que (2) est vrai et soient A C B deux modéles de T. Soit ¢(Z) une
L-formule existentielle, @ un uple d’¢léments de A et supposons que B |= ¢(a). Montrons
que A = ¢(a).

Si la cardinalité de A est plus grande ou égale & k, par le theoréme de Lowenheim-Skolem
(descendant), il existe une sous-structure élémentaire Ay de A contenant a de cardinalité
k. Réappliquant le méme théoréme, on peut trouver une sous-structure élémentaire By de
B contenant Ay de cardinalité k. Comme By < B, By = ¢(a) et donc comme A4y C By sont
de cardinalité k, par hypothése Ay = ¢(a). Donc A | ¢(a).

Si la cardinalité de A est strictement plus petite que k, on construit une ultrapuissance
de A de cardinalité plus grande ou égale a x, disons H;Z/ A, pour un certain I et ultrafiltre
 sur I et on se rameéne au cas précédent. O

Définition 10.1.5 On dit qu’une L-structure C est existentiellement close dans une classe
K de L-structures si toute formule existentielle & paramétres dans C satisfaite dans une
extension de C appartenant a I est déja satisfaite dans C.
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Remarque. Utilisant cette définition et paraphrasant le théoréme précédent, une classe
élémentaire I de L-structures est la classe des modéles d’'une L-théorie modéle-compléte
ssi ses éléments sont existentiellement clos dans K ssi ses éléments sont existentiellement
clos dans la sous-classe de K des structures de cardinalité k£, ou K est un cardinal infini plus
grand que la cardinalité de L.

Théoréme 10.1.6 (Critére de Lindstrom) Soit T' une théorie qui n’a pas de modéles finis.
Supposons T fermée par unions de chaines et k-catégorique (ot k est un cardinal infini plus
grand que la cardinalité de L), alors T' est modéle-compléte.

Preuve : Soit A un modéle de T' de cardinalité . Nous allons montrer que A se plonge dans
un modeéle existentiellement clos de cardinalité . Or T est k-catégorique et donc A = A.
Par le Lemme et le Théoréme précédents, cela implique que T' est modéle-compléte.

Construisons A. On construit une chaine infinie dénombrable de modéles B,, de T' de
cardinalité k, ot By := A, B, C B,11 et toute formule existentielle a4 paramétres dans B,
vraie dans un modéle de T étendant B,, sera vraie dans B,t1. On posera A= U, Bn, A
sera un modéle de T car T est clos par union de chaines et sera existentiellement close car
tout uple d’éléments se trouvera dans un des B,,.

Montrons comment construire 3;. Ce sera également 'union d’une chaine de modéles de
T mais indexé par ’ensemble des formules existentielles & paramétres dans A. Enumérons ces
formules par un ordinal A qui sera nécéssairement de cardinalité x et considérons ¢g(a) :=
3z 0(z,a), ou O(x, ) est une formule sans quantificateurs.

Soit dans une extension C =T de A il existe ¢ tel que C |= (¢, a) et donc soit A; une
sous-structure élémentaire de C contenant AU{c} de cardinalité . Donc A; |= T et satisfait
¢o(a). Par hypothése d’induction, on suppose que A, est un modéle de 7" contenant A, de
cardinalité x et satisfait toutes les formules ¢g, pour 3 < «, dés qu’elles sont satisfaites
dans une extension (de A, ). On construit A,41 comme ci-dessus. Pour 4 un ordinal limite,

on pose Ay :=Jg, Ag. O

Applications : Ce critére donne une autre preuve que ACF; est modéle-compléte, utili-
sant le fait que ACFy est 280-catégorique et que le schéma d’axiomes donné pour ACFy est
\=h

La théorie des ordres denses sans premiers ni derniers éléments est modéle-compléte.
On utlise le fait que cette théorie est Ryp-catégorique (voir Théoréme et qu’elle a une
axiomatisation V4.

10.2 Amalgamation

Théoréme 10.2.1 (Amalgamation élémentaire) Soient B et C deux L-structures et suppo-
sons qu’il y ait un plongement f de la L-sous-structure < a >p de B engendrée par a dans
C, ot a est un uple éventuellement infini. Supposons en outre que (B,a) = (C, f(a)).

Alors il existe une extension élémentaire D de B et un plongement élémentaire g : C — D
tel que go f(a) = a.



Preuve : On montre que Diage(B)UDiage(C) est une théorie consistante, en supposant que
BNC =< a > et en identifiant a et f(a). Sinon en utilisant le théoréme de compacité, cela
impliquerait qu’il existe une formule ¢(Z,%) et un uple d C C— < a > tel que Diage(B) =
—¢(a,d). Donc, Diagey(B) = VZ —¢(a,z). Ce qui est équivalent a (B,a) = ¥z —é(a, ). Par
hypothése cela implique que (C,a) = Vz —¢(a, z), une contradiction.

Soit D un modéle de Diage;(B) U Diage(C). Donc, le réduit de D a L est une extension
élémentaire de B. On définit pour tout d € C— < @ >, g(d) = dP et g(a) = a. Ce plongement

est élémentaire. O

Définition 10.2.2 Soient A et B deux L-structures. On note A =7 B si tout £-énoncé
existentiel vrai dans A est vrai dans B.

Théoréme 10.2.3 (amalgamation existentielle) Soient B et C deuz L-structures et suppo-
sons qu’il y ait un plongement f de la L-sous-structure < a >g de B engendrée par a dans
C, ou a est un uple éventuellement infini. Supposons en outre que (B,a) =1 (C, f(a)).

Alors il existe une extension élémentaire D de B et un plongement g : C — D tel que
go f(a) = a.

B 3 D

Tc Ty
<a>g 5 ¢
Preuve : La preuve est similaire a celle du Théoréme [10.2.1 mais ici on consideére la théorie
Diage(B) U Diag(C)

Corollaire 10.2.4 Soient B et C deux L-structures et supposons que B =1 C. Alors C se
plonge dans une extension élémentaire de B. O

Notation 10.2.5 T¥ est 'ensemble des conséquences universelles de T', autrement dit Ty :=
{0 : 0 est un L-énoncé universel tel que T' = o}.

Corollaire 10.2.6 Les modéles de Ty sont exactement les sous-structures des modéles de

T.

Preuve : Soit C |= Ty. Par le corollaire précédent il suffit de trouver un modéle B de T' tel
que B =1 C. On considére la théorie T'U { énoncés existentiels vrais dans C}. On montre
que cette théorie est consistante. O

Définition 10.2.7 Une théorie T a la propriété d’amalgamation si pour tous modéles
A, B, C de T tels que il y a des plongements e : A — Bet f: A — C, alors il y a
un modéle D de T et des plongements g : B — D, h:C — D tel que goe=ho f.

Théoréme 10.2.8 Une théorie T a l’élimination des quantificateurs ssi T est modéle-
compléte et Ty a la proprieté d’amalgamation.

Preuve : Voir [4] Theorem 8.4.1, page 382.
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10.3 Exercices.

1. Soit C une classe de L-structures qui est inductive c.a.d. fermée par unions de chaines.
Soit C¢ la classe des structures de C qui sont existentiellement closes dans C. Montrez
que C®¢ est non vide et que cette classe est fermée par unions de chaines.

2. Soit £ un langage du premier ordre et T" une théorie qui a une axiomatisation V3. Soit
A Cee B deux L-structures avec B un modeéle de T. Montrez que A est un modéle
de T et que si B est existentiellement clos dans la classe des modéles de T, alors A
I’est également.

3. Soit T' la théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion dans le langage {+, —, 0}.
Axiomatisez cette théorie. Montrez qu’elle est modéle-compléte.

4. Soit p est un nombre premier, un p-groupe est un groupe ot 'ordre de tout élément
est une puissance de p. Y-a-t-il des p-groupes abéliens divisibles (non-triviaux)?
Justifiez votre réponse.

5. Soit £ un langage dénombrable (fini ou infini). Rappelons la définition suivante.
Soient T' et T" deux L-théories consistantes. On dit que 7" est une modéle-compagne
de T si T" est modéle-compléte, si tout modéle de T' se plonge dans un modéle de T”
et tout modeéle de T” se plonge dans un modéle de T'.

(i) Montrer que si T} et T sont deux modéle-compagnes de T', alors T; et T ont les
mémes modéles.

(ii) Soit T une théorie qui a une axiomatisation V3, montrer que si 7" a une modéle-
compagne T”, alors T” est la théorie de la classe des modéles existentiellement clos

de T'.

6. Montrer que si une L-théorie Ty est modéle-compléte et si étant donnés deux modéles
quelconques A, B de Ty, il existe un troisiéme modéle C de Ty tel que A et B se
plongent dans C, alors Tj est compléte.

7. Soit L := {<} et soit T la L-théorie des ordres totaux denses.
i) Si A et B sont deux modéles de T', montrer que le produit (A x B, <) est encore
un modéle de T, out 'ordre < est défini comme suit :
(a,b) < (c,d)si(a<cou(a=c&b<d)),ona,ceAbdeB.
ii) Déterminer les complétions de T et les axiomatiser.
iii) Parmi ces complétions, quelles sont celles qui sont modéles-complétes ?
iv) Montrer que T' a une modéle-compagne et en donner une axiomatisation.
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Annexe A

Rappels sur les algébres de Boole.

Soit L := {A, v, ,0, 1} le langage des algébres de Boole. Soit T' la théorie suivante des
algébres de Boole dans le langage L.

1.00=1,17=0
Ve (xAN0=0&zV1=1)
Ve (zANl=2x&zV0=uzx)
Ve (z AN =0&zVva =1)
vz ((2) = x)
Ve(zAhz=z&zVr=urx)
Vo Yy ((z ANy) =2 V),
VeVy (e ANy=yANx&xzVy=yVax),
VeVyVz (xA(yANz)=(xAy)Az)&azV(yVz)=(zVy)Vz)
10. Ve Yy Vz (z A (yVz)=(zAy)V(eAz)&zV(yAz)=(zVy A(zV=2)).

Exemple : Soit I un ensemble et P(I) 'ensemble de toutes ses parties, la structure
(P(I),n,U,%,0,I) est une algébre de Boole.

@90.\1.@9”%.“!\3

Remarque : La théorie T' des algébres de Boole est axiomatisée par les axiomes : (3),

(4), (8), (10).

Définition A.0.1 Soit B := (B, A, v, ,0, 1) une algébre de Boole. Un atome a € B est un
élément non nul de B tel que Vb (a Ab=b — (a =boub=0)).

Sur B on peut mettre un ordre partiel < définit par c < dsicAd=c.

Une algébre de Boole est atomique si tout élément non nul contient un atome. dans ces
algébres, les atomes sont les éléments non nuls minimaux pour <.

Exercices :

Montrer qu’une algébre de Boole finie est de la forme P(I), ou I est ’ensemble de ses
atomes.

Soit R un anneau unitaire satisfaisant a 1’énoncé Vz (22 = z). Montrez que I'on peut
munir R d’une structure d’ algébre de Boole.
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Annexe B

Rappels trés brefs sur les ordinaux et
les cardinaux.

Ce chapitre est basée sur les chapitres 1 et 2 du livre de J-L Krivine ([7])ainsi que sur
lappendice A, du livre de D. Marker ([§] pages 315-322.)

Tout d’abord, si (4, <) est un ensemble totalement ordonné, on dit qu’il est bien ordonné
(b.o.) si tout sous-ensemble non vide de A a un plus petit élément.

Exemples : (N, <) est b.o., alors que (Z, <) ne l'est pas.

Rappelons tout d’abord que le lemme de Zorn et le principe du bon ordre (i.e. tout
ensemble peut étre b.o.) sont des formes équivalentes de ’axiome du choix.

Un ensemble A est transitif si pour tout a € Aet b €a,onabec Aet doncsizeA,
alors x C A.

Un ensemble A est un ordinal si A est transitif et si la relation € est une relation d’ordre
(total) strict sur A qui est un bon ordre.

On notera la classe des ordinaux par On. En particulier, si & € On, alors a ¢ «. Sur un
ordinal «, on utilisera < pour €.

Sur la classe On, la relation € est également transitive et c¢’est un ordre total strict qui
est un bon ordre. Au lieu de a € 3, on écrira a < 3, «, 8 € On.

Par définition si « € On, a = {8 : f < a}. De plus les segments initiaux d’un ordinal
sont lui-méme et ses éléments.

On supposera toujours le principe du bon ordre et donc tout ensemble A peut etre bien
ordonné, disons par un ordre <. De plus, il existe un ordinal « tel que (A4, <) est isomorphe
a(a,€).

Montrons que On ne peut etre un ensemble A. Par le principe du bon ordre A peut
étre b.o. et tout élément de A est un ordinal et donc est inclus & A. Donc A est un ordinal
(car transitif et bien ordonné). Donc A € A, ce qui contredit le fait que sur les ordinaux la
relation d’appartenance soit une relation d’ordre strict.

Démonstration par induction. Soit P(x) une formule & une variable libre et supposons
que 'on veuille montrer que pour tout ordinal & on a P(«). Alors il suffit de montrer pour
tout «, si pour tout S < a on a P(f3), alors P(a).

Preuve : En effet sl existe un ordinal « tel que =P(«), alors il en existe un plus petit disons
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ap car On est bien ordonné. Donc, pour tout 5 < ap on a P(f), or par hypothése on aurait
P(ayp), une contradiction. O

Si «v est un ordinal, alors o U {«} est un ordinal et c’est le plus petit ordinal plus grand
que «. On dira que c’est le successeur de . On le notera o + 1.

Tout ensemble d’ordinaux a une borne supérieure qui est la réunion des éléments de cet
ensemble. Soit a un ensemble d’ordinaux, alors sa borne supérieure est U76 o

Si un ordinal n’est pas le successeur d’un autre ordinal, on dira qu’il est limite. Notons
que si a est un ordinal limite, alors pour tout 8 < a, 8+ 1 < a.

Notons que () est un ordinal et que c’est le plus petit ordinal car () C «. Son successeur
est {0}, le successeur est {0} U{{0}} = {0,{0}} etc. On dira qu'un ordinal « est fini si pour
tout B < «, B # 0, il existe v tel que 5=~ U {~}.

On note le plus petit ordinal infini w.

Le cardinal de A est le plus petit ordinal tel qu’il existe un bon ordre < sur A tel que
(A, <) est isomorphe & («, €). On note cet ordinal par |A|

Un ordinal « est un cardinal si & = |a|. Les ordinaux finis sont tous des cardinaux et
l'ordinal w est aussi un cardinal que ’on notera par RNy. La classe des cardinaux infinis est
isomorphe (en tant que bon ordre) & On et si a est un ordinal, on note R, I'image de « par
cet isomorphisme. En particulier on a que N,y est le plus petit cardinal strictement plus
grand que N,.

On définit la somme et le produit de deux cardinaux de la fagon suivante. Soit xk = | X|,
A=Y]. Alors k + A= |({0} x X)U ({1} xY)| et 6.A = |X x Y.

On montre que si 'un des cardinaux est infini, kK + A = k. A = max{x, A}.

De plus si |I| = et pour tout i € I, |A;] < &, alors |(J;c; Ai] < k.
En effet : Pour chaque i, comme |A;| < k, on peut construire une surjection f; : kK — A4; (en
utilisant ’axiome du choix). De méme, il y a une surjection (en fait une bijection) g : Kk — I.
On peut donc construire une surjection f : k= x X £ = J;c 4i, (@, B) = fya)(B)-

On définit I'exponentiation par x* := | XY, ot XY dénote I’ensemble des fonctions de
Y dans X.

On a pour 2 < Kk < X et Rg < A que £ =\ = 2N,

L’hypothese du continu (généralisée) est I'hypothése que 280 = Ry (28 = R, ).

P. Cohen, en 1973, a montré qu’on ne pouvait prouver cette hypothése dans ZFC mais
qu’elle était comsistante avec ZF'C c.a.d. il a construit deux modéles de ZFC l'un ou
2% = N, et Pautre ou ces deux cardinaux étaient différents.
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Annexe C

Exercices résolus.

Dans ce chapitre, nous résolvons certains des exercices proposés (de nature et difficulté
diverses). Parfois, la solution de certains des exercices est simplement indiquée mais non
rédigée.

C.1 Section [7.2.

1. Soit s la fonction successeur dans N et dans Z. Montrez que (N, s) est une sous-
structure de (Z, s), mais pas une sous-structure élémentaire.

Sous-structure : I'identité est bien un plongement préservant la fonction successeur.

Soit maintenant la formule ¢(y) := Va —(y = s(z)). (N, s) = ¢(0) mais (Z, s) ¥ ¢(0).

2. Montrez que 'anneau des entiers < Z,+, —,.,0,1 > a des fonctions de Skolem défi-
nissables.
(Aide : tout entier positif est somme de 4 carrés.)

Soit ¢(Z,y), o0 T = (z1,...,Z,), une formule dans le langage des anneaux. On définit
<vpar:z <yssidz...dyly—z =23+ --+22 Onpose Y(z,y) := ¢(Z,y)&Vz((0 <
z<youy<z<0)—z=you¢(zz2)).

3. Soit K un corps commutatif et soit £ := {4, —,.,0,1}. Montrer que tout sous-
ensemble de K définissable par une formule sans quantificateurs (& parameétres dans
K) dans (K, 4+, —,.,0,1) est soit fini soit cofini.

Si ¢(z,7) est une L-formule atomique, alors il existe ¢(X,Y) € Z[X,Y] telle que

¢z, y) ssi q(z,7) = 0.
Si X :={zx € K :¢(zx,a}, alors X ={x:¢q(z,a) =0} et ¢(X,a) € K[X];a C K.

Notons que X est fini, ou X = K si g est le polynome nul. Les ensembles dé-
finissables par une formule sans quantificateurs sont des combinaisons booléennes
(justifier) d’ensembles définissables par une formule atomique, donc sont soit finis,
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soit cofinis (I'intersection de deux ensembles cofinis est cofinie).

Remarque : si {ki,...,k,} C K, il existe une formule ¢(z,7) et a € K" tels que
{k1,...,kn} = ¢(K,a) (en prenant a = (k1,...,kn) et p(x,y) = (z—y1) ... (x—yn)).

. Soient £ := {4+, —,.,0, 1} le langage des anneaux et L. := LU{<} celui des anneaux
totalement-ordonnés. Soit T' la L.-théorie des corps réels-clos.

Ecrivez une axiomatisation de 7.

Montrez que T n’a pas ’élimination des quantificateurs dans le langage L.

Montrez que T a des fonctions de Skolem définissables.

— Axiomes pour les corps commutatifs totalement ordonnés, et :

Vay... Vo, (@2 4+ + 22 # 1)
VzIy (z = y?ou — x = y?)
Vay... Vo, 3y (y" +x1y" P+ + 241y + 2, = 0) (pour tous les n impairs)

— Prendre la formule 3y (y? = z) (qui est équivalente & > 0); I'ensemble défini
par cette formule n’est ni fini, ni cofini (voir la remarque page 25 et 1’exercice
précédent).

— Soit ¢(Z,y), ot © = (z1,...,Ty), une L-formule. ¢ est une combinaison boo-
léenne de formules du type pp(Z)y™ + pr_1(Z)y™ L+ +p1(Z)y +po(Z) > 0, o
D1, - - -, Pn sont des polyndmes a coefficients entiers. Ce type de formule peut étre
réecrit de la fagon suivante : y est dans 'union d’un certain ensemble fini d’in-
tervalles de la forme : [so(Z); s1(Z)], (—o0; s1(Z)] ou [so(Z),0), on so(Z), s1(Z)
sont des points définissables & partir de T a l'aide de formules dépendant uni-
quement de po, ..., p,. Comme il est possible de définir un point d’un intervalle
(par exemple son milieu) dont les extrémités sont définissables, la théorie a des
fonctions de Skolem définissables.

. Soit (N*, <) 'ensemble des nombres naturels non nuls muni de la relation d’ordre par-
tiel suivante : n < m si n divise m, pour n,m € N*. Montrer que les sous-ensembles
suivants sont définisables sans paramétres : {1}, I'ensemble P des nombres premiers,
I’ensemble D des nombres naturels non nuls qui ne sont pas divisibles par le carré
d’un nombre premier.

Considérer les formules

— ¢(n):=Ymn<m;ona{l}={n:e¢(n)}

— Y(n) == —¢(n) &V¥m(m <n— p(m)Vm=mn),onaP ={n:y(n)}.

— 0(n) := —¢(n) & Y(n) & Ym(m < n — ¢(m) ou ¥(m) ou m = n); on a
D={n:—0(n)}

. Pour tout langage £, montrez que deux structures sont élémentairement équivalentes

ssi elles le sont pour tout sous-langage fini.

Montrez que si £ est dénombrable, si T' est une L-théorie sans modéles finis et si

deux modéles dénombrables sont élémentairement équivalents, alors T' est compléte.
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— Soit M et N deux structures élémentairement équivalentes.

(=) : On a : pour tout L-énoncé ¢, M = ¢ ssi N |= ¢. En particulier cela reste
vral pour tout sous-langage fini de L.

(«<) : Soit ¢ un L-énoncé. Soit L le sous-langage de £ formé des symboles de
fonctions, relations et constantes apparaissant dans ¢. L est fini et ¢ est un
L£'-énoncé, donc on a : M |= ¢ ssi N = 6.

— Soit ¢ une L-formule, on veut montrer que ' = ¢pou T |= —¢. SiT F ¢, il y a un

modeéle M de T tel que M |= —¢. Soit X un sous-ensemble de M de cardinalité
au plus Ng. Par le théoréme de Léwenheim-Skolem descendant, il existe une sous-
structure élémentaire B de M, contenant X et de cardinalité inférieure ou égale
a|X|+ L]+ RNo = Nog+ Vg + Ny = Xg. Puisque T" n’a pas de modéle fini, | B| = No.
Comme B est une sous-structure élémentaire, B = —¢.
Si AV était un modele de T tel que N |= ¢, on pourrait de la méme fagon trouver
une sous-structure élémentaire A = ¢ de cardinalité Rg. Mais cela contredirait
le fait que deux modéles dénombrables de T sont élémentairement équivalents.
Donc tous les modeéles de T satisfont —¢, ie T' = —¢. Donc T est compléte.

C.2 Section [7.5l

1. Montrez que la classe des groupes abéliens infinis ol tout élément est d’ordre 2 est
Ng-catégorique.

Soit (G,+,0) un groupe abélien ou tout élément est d’ordre 2 (c.a.d tout élément
différent de I’élément neutre est d’ordre 2). On peut voir G comme un Fy-espace
vectoriel, en définissant la multiplication par un scalaire de fagon naturelle : 1.z := z;
0.z := 0. On a bien

r+r=1lx+lx=(1+1)x=0zx=0

Réciproquement tout Fo-espace vectoriel peut étre vu comme un groupe abélien ot
tout élément est d’ordre 2.
Si G est de cardinalité Ny, il correspond alors & un Fa-espace vectoriel de dimension
No.

2. Soit Ly := {s}, ot s est un symbole de fonction unaire. Soit T' 'ensemble des Lo
énoncés qui expriment que s est une bijection sans cycles c.a.d. pour chaque n € w,
on a Vr s"(z) # x.

Montrer que T est Nj-catégorique mais pas Ng-catégorique.

Un modéle de T est un ensemble infini M sur lequel le groupe cyclique d’ordre infini
(sans-torsion) (s) agit :

(s) x M —-M
(s* , m) w—s"(m), z€Z,

Rappelons que les orbites forment une partition de M (elles sont disjointes et leur
union est égale & M). Ici une orbite sous l'action de (s) correspond a I’ensemble des
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C.3

images d’un point par < s > :

(s) {m} = {s*(m) : z € Z}

M vérifie Vo s"(x) # x, donc en particulier on a : Vo A, ., 1, nez 8" (@) # s™(2), et
donc chaque orbite est infinie dénombrable.

le cardinal d’un modéle M sera donc Xy "multiplié par le nombre d’orbites". (Notons
aussi que T ne peut donc pas avoir de modéle fini.)

Si M est de cardinalité Ny, il peut y avoir une, deux,. .., Xy orbites, puisque 1.8y =
2.Ng =+ = R.Rg = Ry = |M|. Or tout isomorphisme préserve les orbites.

Par contre, si M est de cardinalité Ry, le "nombre d’orbites" multiplié par le cardinal
d’une orbite en particulier (ie par Xg) devra égaler Ry, donc il doit y avoir R orbites,
ie les modéles de cardinalité N; sont isomorphes.

Section 8.4l

. Soit T" une L-théorie consistante. Montrez que T est compléte ssi tous ses modéles

sont élémentairement équivalents.

(=) Supposons que 7' soit compléte.

Soient A, B deux modéles de T'. Supposons que A # B. Il existe donc un £L-énoncé 7
tel que A =7 et B~ 7 (et donc B |= —7). Donc T}~ 7 et T' B~ =7, ce qui contredit
I’hypothése que T' soit compléte.

(<) Supposons que tous les modeéles de T" sont élémentairements équivalents et soit
7 un L-énoncé. Comme T est consistante, T' a au moins un modeéle, disons A. Soit
A = 7 et donc comme tout autre modéle de T est élémentairement équivalent & A,
T est vrai dans tous les modéles de T', ou encore T |= 7. Soit A p= 7, et donc A = =7
et par le méme raisonnement, 7' = —7.

Remarque : Notons que cet exercice implique que si T" est compléte, alors elle est
équivalente a une théorie de la forme Th(M), ot M = T.

En effet, comme T est consistante, T' a un modéle, disons M. On a donc que
T C Th(M). Montrons que pour tout o € Th(M), T = o (et donc T et Th(M)
seront équivalentes). Par l'exercice, tout modéle de T satisfait o (puisqu’il est élé-
mentairement équivalent & M), autrement dit 7' |= o.

. Montrez que la classe de tous les groupes est une classe élémentaire.

Pour £ = {., e}, une L-structure est un ensemble muni d’une interprétation pour la
nction binaire ". ur nstan . On voit donc que les grou n '
fonction binaire ".", et pour la constante "e". On voit donc que les groupes sont des

L-structures.

Par définition, K sera élémentaire s’il existe un ensemble de L£-énoncés ¥ tel que K
soit la classe de tous les modéles de ¥ (noté par K = Mod(X%)).

Une axiomatisation de la théorie des groupes est donnée, par exemple, par les trois
énoncés suivants :
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o1 =Vz(e.x = x)

o9 = VaVyVz(z.(y.2) = (z.y).2)

o3 =Vzy(z.y = y.x = e)

On peut donc prendre ¥ = {01, 09,03}

Remarque : on a bien que X F 0; =Va(z.e =z & e.x = x).
Preuve : Soit y tel que e = y.x = z.y. On a donc z.e = z.(y.x) = (z.y).x = e.x = x.
On aurait donc pu prendre aussi ¥ = {01,02,05}.

. Montrez que la classe C des corps finis n’est pas élémentaire.
Appliquer la Proposition 2.1 : cette classe n’est pas fermée par ultraproduits.

Voir exercice 12. Prendre

axiomes pour les corps
T,:=X A

Jxq ... Elxn(/\lgi<j§n T # )
. Donner une axiomatisation de la théorie des corps algébriquement clos. Montrer que
cette théorie n’est pas compléte.

Une axiomatisation (notée ACF') dans £ = {+,—,.,0,1} est par exemple :
-axiomes pour les groupes additifs abéliens, et :

-axiomes pour les anneaux :

VaVyVz (x —y =z <>z =y + z) car "-" a été ajouté dans le langage

VaVyVz (x.(y.z) = (z.y).2)

Vz(r.l1=1.x=1) (anneau unitaire)

on peut ajouter aussi : Va(z.0 = 0.x = 0) mais cela découle des axiomes pour les
groupes additifs et de la distributivité

VaVyVz (z.(y + 2) = (z.y) + (2.2))

VavVyVz ((x + y).z = (z.2) + (y.2))

-axiomes spécifiques aux corps commutatifs :
Ve(r #0— Jyxy=1)
VaVy (z.y = y.x) (commutativité)

-la série infinie d’axiomes (propriété d’étre algébriquement clos) : pour chaque n € w :
n
Vag - -Vap—1 3z (2" + Z a;z' = 0)
i=0
Soit maintenant v, exprimant qu'un corps est de caractéristique p :
Yp=Vrx+---+x=0
———

p fois
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Pour p un nombre premier strictement positif, soient ACF, := ACF U {¢,} et
ACFy := ACF U{—, : p > 0} les théories des corps algébriquement clos de carac-
téristiques respectives p et 0. Ces deux théories étant consistantes, AC'F n’est pas
compléte.

. Soit £ = {E}, ot E une relation binaire. Soit 7' la L-théorie d’une relation d’équi-
valence avec un nombre infini de classes infinies. Donner une axiomatisation de 7.

-F est une relation d’équivalence :
VaeE(z,x)

Vavy(E(z,y) — E(y, ))

Vavyvz ((E(z,y) A E(y, 2)) — E(z, 2))

-il y a une infinité de classes d’équivalence (série infinie des axiomes :)

G = Txy .. Ty ( /\ —E(z;,2;)) pour chaquen € w
1<i<j<n

-chaque classe est infinie (série infinie des axiomes :)

Yy = Vadzy ... o, ( /\ T # xj A /\ E(z;,x)) pour chaquen € w
1=1

1<i<j<n

. On considére le langage £ = {E}, ou E est une relation d’équivalence. On définit la
L-théorie T := {0, 0y, : 1 € w} suivante :

o := (Vo E(z,z)) & VaVy (E(z,y) — E(y,2))) & (VaVyVz (E(z,y)&E(y,z)) —
FE est une relation d’équivalence.

Oan 1= U T (u), 0t T (u) est la formule : 3y - - - 3wn (i 4 jo1 T # T A Nj=y E(z1, 25)A
(Vo E(x1,2) = iz = x;) A (u = z1)).

Cette formule 7, (u) exprime la propriété que u appartient a une classe d’équivalence
de cardinalité n.

Oont1 = YuVv (1, (u) &1, (v) = E(u,v)).

E a une seule classe de cardinalité n.

Montrons que :

T est consistante. Voici 3 preuves de la consistence de T :

(i) Considérons les entiers naturels strictement positifs et définissons E(z,y) ssi
Juu <z, y <2u. Un modeéle M de T est alors : (N— {0}, E).

(ii) Soit A une partie finie de T, soit m € w l'indice maximal apparaissant dans
les énoncés oy, i € w, appartenant a4 A. Considérons N2 et soient z; = (z1,v1) ,
To = (x9,y2) définissons E(Z1,Z2) ssi \/;-n:0 y+xi=y2t+y2=7 V (11 +x1 >
m A xa+y2 >m).

(iii) Considérons des sous-ensembles finis disjoints A; de cardinalité i € w — {0} :
|A;| = i. Définissons E(z,y) sur I'union disjointe UiEw—{O}Ai de ces sous-ensembles
A; par : (E(z,y) ssi il existe i € w — {0} tel que z, y € A;).
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T al’e.q. On introduit un ensemble C := {¢,, : n € w—{0}} de nouvelles constantes
et posons T :=T U{m,(cp): n €w—{0}}.
Montrons tout d’abord que T¢ a l'e.q. dans L¢.

On applique l'exercice précédent et donc il suffit de montrer que toute Lo-formule

de la forme : Jzg ¢(xg, 21, -, Tpn) OU G(xg, 21, - ,xy,) une Lo-formule sans quan-
tificateur, est équivalente dans T & une Lo-formule sans quantificateurs.

Posons z := (x1, -+ , 2,). Comme Iz (¢1(x0, T)Vda(z0, T)) est équivalente & Jzgdy (xo, )V
Jwo¢2(z0, ), on peut supposer que ¢(zg, T) est de la forme A, ; E(xo, ui) A\ \;cp o =

ui A Njeg ~E(wo,ui) A N\jey w0 # uj & (1, 20), ot LrJgJ c{l,---,n}et
O(x1,- -+ ,x,) est une Lo-formule sans quantificateurs et u; € {x;,¢;}, 1 € TUT et

Uuj; € {.Z‘j,Cj}, jeJulJ.

Si I' # (), disons i1 € I,

T = 3xo ¢(zo, 21, ,xn) < (Ui, T1,- -+, Tn).

Supposons désormais que I’ = ().
Si INJ # (), alors la formule ¢(zg,Z) est contradictoire et

T & 3zop(wo, T) > —~E(c1, c1).

Sinon, on suppose tout d’abord que I = (), alors comme la condition sur xy peut
toujours étre remplie puisque pour chaque naturel non nul n, tout modeéle de T a
une classe d’équivalence de cardinalité n,

T ): 3$0¢($0,i‘) A 9($17 e amn)‘

Si I # (), alors puisque E est une relation transitive, ¢(xo,T) est équivalente a
E(xo,uio)/\/\jej ﬂE(xg,uj)/\/\jeJ, xo # uiN0 (x1, -+ ), 0040 € Tet @ (z1,- -, xp)
est une Lo-formule sans quantificateurs.

Pour chaque sous-ensembles J” C J” C J', on pose x jm j((u;)jesr) la formule sans
quantiﬁcateurs . /\j17ﬁj27j17j26z]” Ujl 7é Uj2 /\/\j/ej/ vj”EJ" u]'/ = uj”/\/\j"’EJ’” E(Uj///, uzo)/\
Njregn—gm ~E(xj7, uis). On a alors I'équivalence suivante :

T ): Hmo(ﬁ(xo,.f) &~

|J///|
\/ (/\ —|E(ui0, Uj) A XJ”’,J/’((uj)jGJ/) A\ /\ —|E(ui0, Cj) A 0/(.271, cee ,ﬂj‘n))
JmcJrcd jed 7j=1

Comme nous n’avons pas introduit de nouvelles variables libres jusqu’a présent, il
reste simplement & montrer qu’'un £o-énoncé sans quantificateurs est équivalent & une
L-formule sans quantificateurs. Soit 6(x1, - - - , x,,) une L-formule sans quantificateurs
et soit @(ciy, -+ , ¢, ), 001, -+ ,im € w—{0} le Lo-énoncé correspondant. La validité
de cet énoncé est déterminée par T et donc est équivalente dans tous les modéles
de T a soit E(x1,x1) soit & —E(z1,x1).

T est compléte. Soit ¢ un énoncé. Comme T a l'e.q., il existe une formule sans
quantificateurs 6(x1,--- ,zy) telle que T |= Vay---Va, (¢ < 6(z1, -+ ,z,)). En
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particulier, T |= V1 (¢ <> 6(z1,--- ,x1)). Or 6(z1,--- ,x1) est une combinaison
booléenne de formules atomiques : E(x1,x1), £1 = x1 qui sont conséquence de T et
donc ¢ est soit toujours vraie soit toujours fausse.

T a un modéle qui contient un nombre infini de classes d’équivalences infinies. Ecri-
vons un ensemble d’axiomes qui traduit cette propriété. Soit To, := TU{opm : n,m €
w —{0}}, ot o, exprime qu'il y a n éléments inéquivalents et que chacun appar-
tiennent & une classe d’équivalence contenant m éléments distincts. On remarque
que tout modéle de T est modéle d’une partie finie de T, et donc en appliquant le
théoréeme de compacité, on aura que T, a un modele. Ecrivons oy, ,, 1=

n m m
a1 - Ixpm /\ “E(Zim+1, Tjmt+1)A /\(/\ (E(Tim+1, Tiamts )N /\ Tim+j F Tim+j))-
0<i<j<n i=0 j=1 J'=13"#3

. Montrer que la classe des anneaux commutatifs locaux c.a.d. avec un unique idéal
maximal est finiment axiomatisable. (Donner aussi un exemple d’un tel anneau qui
n’est pas un corps.)

Lemme : Un anneau A est local ssi I’ensemble des éléments non inversibles forme un
idéal de A (qui sera alors 'unique idéal maximal de A).

= : Soit I l'unique idéal maximal de A. Par définition I # A, donc I ne contient
aucun élément inversible de A. Montrons que I contient tous les éléments non inver-
sibles de A, ie que si x ¢ I, alors x est inversible. Soit donc = ¢ I. x A est un idéal.
-si zA = A, alors Jy € A, zy = 1 donc z est inversible.

-si A # A, alors (par le Lemme de Zorn), A est contenu dans un idéal maximal
différent de I ce qui contredit I'unicité de I.

< : Si 'ensemble des éléments non inversibles forme un idéal I, celui-ci est maximal
et est 'unique idéal maximal car tout idéal J qui le contiendrait strictement contien-
drait un élément inversible donc serait égal & A. De méme un idéal maximal J # [
contiendrait un élément inversible. I.’anneau A est donc local.

Une axiomatisation de la classe des anneaux commutatifs locaux peut donc étre :
-axiomes pour les anneaux unitaires commutatifs, et, en posant ¢(x) := Vy(z.y # 1)
pour exprimer la "non-inversibilité" :

-axiomes exprimant que les éléments non-inversibles forment un idéal :

VaVy(od(z) A d(y) — ¢(x —y)) (I est sous-groupe additif de A)

VaVa(o(z) = ¢(a.x))

Cette axiomatisation est finie.

Exemple d’un tel anneau : soit p un nombre premier ; posons Z[p] := {§ : a, b€ Zet
p ne divise pas b}. C’est un sous-anneau (Q, +,.,0, 1), mais ce n’est pas un corps...,
il a un unique idéal maximal : p.Z[p]. Et donc c’est un exemple d’un anneau.

. Montrez que la classe des groupes abéliens, sans-torsion, divisibles est élémentaire,
mais pas finiment axiomatisable.
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Notons K cette classe.

preuve 1 : on considére maintenant le réduit de Z[p] := {§ : a, b € Z et p ne divise
pas b} au langage des groupes abéliens (et donc comme sous-groupe de (Q, +, —, 0),
avec p € P, ot P est I’ensemble des nombres premiers.

On a que (Z[p],+, —,0) est un groupe abélien, sans-torsion mais il n’est pas divisible
(car 1 n’est pas divisible par p).

Notons qu’un groupe abélien est divisible ssi il est p-divisible pour chaque p € P
(justifier).

On considere ([[,ep Z[p]/% ,+,—,0), avec 7% un ultrafiltre non principal sur P. Par
le théoréme de Y.os, c’est un groupe abélien, sans-torsion et cette fois il est divisible
car pour tout p € P, {q € P : Z[q] est p-divisible } est cofini.

Preuve 2 : Soit ¥ l'ensemble d’axiomes pour les groupes défini dans l’exercice 2
(notation multiplicative), et ¢ := VaVy(x.y = y.x) (groupes abéliens). Soit n € N, et

=X.X..... xr=¢e€ et =r.x..... xr =
bn = Yn =Y
n fois n fois

Soient B et C' les ensembles infinis d’axiomes exprimant respectivement le fait qu'un
groupe soit "sans-torsion" et "divisible" :

B :={Vz(z =eV ¢p(z)) :n > 2} C = {VyIz,(z,y) : n > 2}

On prend pour ensemble d’axiomes T := X U {p}UBUC.

L’ ensemble d’axiomes T est infini. On peut montrer qu’on ne peut pas axiomatiser
la classe K par un ensemble fini d’énoncés; (remarque : on ne peut pas non plus
axiomatiser "groupes abéliens sans-torsion" par un ensemble fini d’axiomes (voir
cours de C. Michaux), car tout ensemble fini d’énoncés vrai dans tous les groupes
sans-torsion est aussi vrai dans un certain groupe de torsion. Le complémentaire dans
la classe des groupes abéliens de la classe des groupes abéliens sans-torsion n’est donc
pas élémentaire (voir Proposition mais on peut aussi le montrer directement
(exercice [10)))

Soit {61, ...,0} un tel ensemble fini d’énoncés et soit la conjonction 6 := 01 A. . . Aby,.
Un modéle M de ¥ U B U C satisfait 6. Par le théoréme de compacité, il existe B’
(respectivement C”) un sous-ensemble fini de B (respectivement de C') tel que tout
groupe abélien modéle de B' U’ soit un modele de 6.

Soit ng := max{n : Ve(z = eV =pn(x)) € B'}; mo := maz{n : VyIa,(z,y) € C'};
N := max{ng,mo}. Si p premier tel que p > N, (Z,,+) = B U C’ et donc
(Zp,+) = 0, et pourtant (Z,, +) n’est pas sans-torsion.

. Montrez qu’il y a RNy groupes abéliens, sans-torsion, divisibles dénombrables non-
isomorphes.

On remarque que tout groupe abélien, divisible sans torsion peut étre muni d’une
structure de Q-espace vectoriel ([8] p.41) (et inversement tout Q-espace vectoriel est
un modéle de T'. En effet :

-Si V' est un Q-espace vectoriel, le groupe additif (V, +, —, 0) est abélien, sans-torsion
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10.

et divisible.

-Si G est un groupe abélien, sans-torsion et divisible, si ¢ € G et n € N*, on peut
trouver h € G tel que nh = g. Si nk = g, alors n(h — k) = 0. Comme G est sans-
torsion, il y a un unique h € G tel que nh = g. En appelant cet élément g/n, on
peut voir G comme un Q-espace vectoriel avec la multiplication par un scalaire :
g =m(g/n).

Deux Q-espaces sont isomorphes ssi ils ont la méme dimension, donc deux modéles
de T sont déterminés & isomorphisme prés par leur dimension. Si G (en tant que
Q-espace vectoriel) est de dimension A, alors |G| = A.Rg = maz{\, Ro} (%).

Notons que T' n’est pas Ryp-catégorique, puisque pour tout A € w, |G| = V. Il y a donc
Ny modéles non-isomorphes, correspondant aux Q-espaces vectoriels de dimensions
respectives 1,2, -.

Par contre on voit que T est k-catégorique pour k > Ry, puisque, d’aprés (%), lorsque
G est de cardinalité x, G est de dimension A\ = k.

Montrons (x) pour A > Ng.

Soit G un Q-espace vectoriel et B une base de G de cardinalité A : B = (by)a<i-
Un élément g € G s’écrit : g = >, o) ey ba,Gir I fini, ¢; € Q, by, € B. Considé-
rons B := {b.q : b€ B,q € Q} = B x Q. G s’injecte dans |J,, B" par la fonction :
g (bayqis- - ba,qn); done |G| < ’Un B"‘.

On sait aussi que |B| = |B x Q| = |B| = X (régles de calcul sur les cardinaux infinis

< ‘B‘ (voir Annexe B).

et car on a supposé A > V) ; et que ‘Un B"
On a alors |B| < |G| < ‘Un B"

< \B\ = |B| = \ = dimG.
Montrez que la classe des groupes abéliens de torsion n’est pas élémentaire.

Voir le corollaire dans lexercice 8] On peut aussi le montrer directement en utili-
sant le lemme suivant, dont une conséquence sera que tout énoncé vrai dans tous les
groupes abéliens de torsion est aussi vrai dans un groupe qui n’est pas de torsion.

Lemme : (voir cours de C. Michaux). Si A est un ensemble d’énoncés (du premier
ordre) vrai dans chaque groupe (Z,,+) , alors il y a un groupe (G, +,0) qui contient
un élément g d’ordre infini et qui est un modéle de A.

Preuve du lemme : On enrichit £ des symboles +,0 et d’'un nouveau symbole de
constante c. Soit T}, I’ensemble d’axiomes :

axiomes pour les groupes abeliens
A

c#0
T, := c+c#0

ctec+--+c#0
~—————

n fois
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11.

12.

13.

14.

On pose T := {J, ¢, T
Pour chaque n, T, a un modéle (Zy,+,0,1), p > n, p premier, car 'ordre de 1 dans
(Zp,+) est p. Par le théoréme de compacité, T' a un modeéle (G,+,0,g), out g est
I'interprétation du symbole de constante c¢. Et donc G est un groupe abélien avec un
élément g d’ordre infini.

Soit (G, +,<,0) un groupe abélien totalement ordonné; G est archimédien si pour
tout x, y dans G, tels que 0 < z < y, il existe m € N tel que y < m.x. Montrez que
la classe des groupes archimédiens n’est pas élémentaire.

R¥/% , % nultrafiltre non principal, n’est pas archimédien. ( Considérer 0 < = =

[l] < y = 1. On a que pour tout naturel m différent de 0, m. [%] < 1 car

n

{new: 2 <1} ={n € w:n>m+ 1} et donc inclus dans tout ultrafiltre

n
non principal.)

Montrer que (Z & Z,+,0) n’est pas élémentairement équivalent a (Z, +,0).

Considerer les cardinalités des quotients Z & Z/2(Z & Z) et Z/27Z (ou de fagon équi-
valente l'indice de 2G dans G pour G un groupe abélien).

On écrit ’énoncé suivant Ju (u # 0& Vo Jy (r =y+y ouz =y+y+u)) et on
montre qu’il est vrai dans Z/2Z mais pas dans Z & Z/2(Z & Z).

Trouver deux ordres totaux denses sans extrémités non-isomorphes mais de méme
cardinalité.

Rappel : cette théorie (notons la DLO) est Ng-catégorique mais pas Rj-catégorique.
Soient M := (R x R, <) et Mg := (Z x R, <), avec < lordre lexicographique :
(a,b) < (c,d) ssia < cou (a=cetb<d). Mjet My sont deux modéles de DLO,
ayant méme cardinalité N;.

Supposons qu’il existe un isomorphisme f : M; — Ms. Cet isomorphisme res-
pecte 'ordre et donc vérifie f(0,0) < f(1,0). Supposons que f(0,0) et f(1,0) soient
dans deux "copies" différentes de R, i.e. respectivement dans {i} x R et {j} x R,
i < j. On peut supposer sans perte de généralité que f(0,0) € {0} x R, par exemple
£(0,0) = (0,0), et que f(1,0) € {n} x R, par exemple f(1,0) = (n,0), n € N.
Comme entre {0} x R et {1} xR on a une infinité de copies de R (dans M) mais que
dans My entre {0} xR et {n} xR on n’a qu'un nombre fini de copies de R, par le prin-
cipe des tiroirs il existe 0 < ¢1 < g2 < 1 tels que f(q1,0) et f(g2,0) appartiennent &
la méme copie, disons {m} xR), 0 < m < n. Comme f respecte l'ordre, on doit avoir
(m,7) = sup f(q1,RY) < f(g2,0), et pour tous = € R, (q1,2) < f~'(m,7) < (g2,0).
Or dans My, il y a des éléments strictement plus grands que ceux de {¢1} x R et
strictement plus petits que f~!(m,7); contradiction.

Soient T3 et Ty deux L-théories telles que T7 UT5 n’a pas de modéles. Alors il existe
un enoncé 0 tel que T |= 6 et Ty = 6.
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15.

C4

Par le théoreme de compacité, il existe un sous-ensemble fini ¥ C T7 U T5 qui n’est
pas satisfaisable. Comme 77 et T5 sont consistantes, 3 n’est ni inclus a 77, ni & T5.
Supposons que ¥ N T1 # (), posons 0 := A, sy, 0. On a que T = 6.

Montrons que Ty = —6. Sinon, il existerait M =T et M = 6. Mais ¥ C ToUXNT}
et donc X aurait un modéle, contradiction.

Soient 77 et Ty deux L-théories telles que pour toute L-structure A, A = T ssi
A = Ty. Montrez que T et Tb sont finiment axiomatisables.

Rappel : T est finiment axiomatisable si il existe un £-énoncé o tel que la classe des
modéles de T' coincide avec celle de o.

On peut utiliser ’exercice précédent, car on voit ici que 77 U T, n’a pas de modéles.
Il existe alors un L-énoncé 0 tel que 17 F 6 et T E —6.

Montrons que A € Mod(T1) <» A € Mod(6).

(=) : A€ Mod(T1) - A € Mod(0) car 6 est une conséquence logique de T7.

(¢-) : on utilise "A ¢ Mod(—0) = A & Mod(1>)", qui est la contraposée du fait que
—6 soit une conséquence logique de Ts. Cela donne : A € Mod(0) — A ¢ Mod(—0) —
A ¢ Mod(Ty) - A€ Mod(T1). Donc A € Mod(Ty) <+ A € Mod(6). De meme pour
T5 et —0.

Section [10.3l

. Soit C une classe de L-structures qui est inductive c.a.d. fermée par unions de chaines.

Soit C*¢ la classe des structures de C qui sont existentiellement closes dans C. Montrez
que C® est non vide et que cette classe est fermée par unions de chaines.

i) On procéde comme dans la premiére partie de la preuve du critére de Lindstrom.
Soit A € C. On trouve tout d’abord une extension A; € C de A, ou toute formule
existentielle & paramétres dans A vraie dans un élément de C contenant A est vraie.
Ensuite remplagant dans la construction A par Aj, on itére w fois. Soit A* := | A,,
ou A, €C, A, C A,+1, pour tout n € w et toute formule existentielle & paramétres
dans A, vraie dans un élément de C contenant A,, est vraie dans A, 1. Il est aisé
de vérifier que A* € C*°.

Construisons A; € C. On énumeére les formules existentielles de £4 (il n'y en a
pas plus que maz{|A|,Ng}). Soit (¢a)a<, une telle énumération. Posons Ag := A;
par induction sur 8 < p on suppose que pour chaque formule ¢, ot a < 8 l'on a
un élément A, de C contenant A tel que si ¢, est vrai dans une extension de A,
appartenant a C, alors ¢, est vraie dans A,. De plus on suppose que si y; < y2 < 3,
alors A,, C A,,.

On considére alors ¢g et la structure U7 <5 Ay qui appartient a C par hypotheése.

Si ¢g est vraie dans une extension D € C de U7 <8 A, alors on pose Ag = D, sinon
on pose D := U7<6 A,. On a bien que pour tout § < 3, si ¢5 est vraie dans une
extension de Ag, alors elle est déja vraie dans Ag.
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ii) Soit (M;);er une chaine de C“. Montrons que | J M; € C*. Soit donc a C |J M;, ¢
une formule sans quantificateurs, et N € C telle que [JM; CN et N |= 3T ¢(z,a).
Il existe 7 tel que a C M; et M; est existentiellement close par hypothése, donc

M; E 3z ¢(Z,a), et donc M, = Iz ¢(Z,a).

. Soit £ un langage du premier ordre et T une théorie qui a une axiomatisation V3. Soit
A Cee B deux L-structures avec B un modéle de T'. Montrez que A est un modéle
de T et que si B est existentiellement clos dans la classe des modéles de T, alors A
I’est également.

Remarque : Une théorie consistante T a une axiomatisation V3 si on peut trouver
un ensemble ¥ d’énoncés de la forme Vzp...Vz, 3y ... Jy, pour m,n > 0 tel que :

SET.

Soit donc ¥ un tel ensemble d’énoncés, et 0 € X. o est de la forme Vz3y(z, y).
Montrons que A = 0. Soit a C A. Bl=oeta C A C B, donc B = Jyb(a,y).
A Cee B, donc A = Fy6(a,y), i.e. A= o. A est donc un modéle de T'.

Supposons maintenant que B soit existentiellement clos dans la classe des modéles
de T.

Soit C un modéle de T tel que A C C. On va utiliser le théoréme 7.13 d’amalgama-
tion existentielle. Soit @ un uple infini énumérant A. Comme A C C, sans perte de
généralité on peut supposer que le plongement f de (a) dans C est I'identité. Dire que
(B,a) =1 (C, f(a)) est alors équivalent a la propriété que toute formule existentielle
a parameétres dans A, vraie dans B est vraie dans C (ce qui est bien le cas car A C. B
et la formule est existentielle et donc dés qu’elle est vraie dans A elle est vraie dans
C).

Il existe donc D et un plongement de C dans D qui est 'identité sur A et tel que
B <D.

Montrons que A Ce. C. Soit ¢ une formule existentielle & paramétres dans A et vraie
dans C. Comme C se plonge dans D, cette formule est aussi satisfaite par D et comme
B < D, elle est vraie dans B. Or A C,. B, et donc elle est vraie dans A, ce qu’il
fallait montrer.

. Soit T' la théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion dans le langage £ :=
{+, —,0}. Axiomatisez cette théorie. Montrez qu’elle est modéle-compléte.

On peut utiliser le critére de Lindstrom car T n’a pas de modéles finis et est Ni-
catégorique (voir exercice |§| chapitre 8.4). Montrons que T est aussi fermée par union
de chaines : soit (A;, 4 € I) une chaine infinie de L-structures modeéles de T'. Considé-

rons | J;c; Ai et 0 € T Notons que o est un énoncé de la forme Vay - - - Vo, Jy1 --- Jym 0(2,7),
ott § est une formule sans quantificateurs. Prenons des éléments a1, - - - , an € J;c A,
il existe donc i9 € I tel que aj,---,a, € A;,. Or A;, = o et donc il existe

b, ,bm € Ay, tels que A;, = 0(a,b). Mais Aj, est une sous-structure de (JA;
et donc |JA; = 6(a,b) car la formule 0 est sans quantificateurs.
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4. Soit p est un nombre premier, un p-groupe est un groupe ot I’ordre de tout élémént est
une puissance de p. Y-a-t-il des p-groupes abéliens divisibles 7 Justifiez votre réponse.

Le groupe trivial G = {e} est un p-groupe pour tout p car tout élément y est d’ordre
p°. De plus il vérifie la série infinie d’axiomes (définie dans I'exercice |8 du chapitre
8.4]) exprimant la divisibilité.

Supposons maintenant que G est un groupe abélien non-trivial et notons le multipli-
cativement. Pour qu’un groupe soit divisible il suffit que pour tout nombre premier
q, et pour tout élément g de G il existe y € G tel que y? = ¢g. Si G est un p-
groupe, alors il est nécessairement g-divisible pour tout nombre premier ¢ # p. (En
effet par le théoréme de Bezout, pour chaque n € N*, il existe z1, 2o € Z tels que
p".z1 + q.zo = 1. Donc si g?" =1, on a que g = gP"*1.g%*2 et donc g = (¢*2)%.)
Notons par pyn le sous-groupe de C* de (toutes) les racines p” iémes de 'unité ; c’est
un p-groupe abélien. On plonge pi,n dans pi,m+1 ; montrons que I'image de ce plonge-
ment est égal & {y? : y € pyns1. Tout élément de pyni1 de la forme yP appartient a
cette image et par ailleurs si y} = ¢4, alors (yl.ygl)p. Or il y a p racine p iémes de
l'unité dans puyn+1.

Considérons I'union J,, ¢y« fpn- C'est un sous-groupe de C* qui est un p-groupe abé-
lien. Pour montrer qu’il est divisible, par la remarque ci-dessus, il suffit de montrer
que chaque élément g € [, cn- fpn st égal & yP pour un certain y € |J,,cn- ppn- Mais
il existe n tel que g € pyn. On plonge ppn dans p,nia et done g = yP pour un certain
Y € Upnt1.

5. Soit £ un langage dénombrable (fini ou infini). Rappelons la définition suivante.
Soient T et T" deux L-théories consistantes. On dit que 7" est une modéle-compagne
de T si T est modeéle-compléte, si tout modele de T se plonge dans un modeéle de T”
et tout modeéle de T” se plonge dans un modéle de T'.

(i) Montrer que si T} et T sont deux modéle-compagnes de T', alors T7 et T ont les
mémes modéles.

(ii) Soit T une théorie qui a une axiomatisation V3, montrer que si 7' a une modéle-
compagne 1", alors T” est la théorie de la classe des modéles existentiellement clos
de T.

(i) Soit .A; un modéle de T : A; se plonge dans un modéle de T qui lui-méme se
plonge dans un modéle As de Ts. De la méme facon, Ay se plonge dans un modéle de
T qui lui-méme se plonge dans un modéle B; de T;. Comme T} est modéle-compléte,
A1 < Bi. On va montrer que A; < As, ou A; varie dans la classe des modéles de
T1, et Ao varie dans la classe des modéles de T5. on procéde par induction sur la
complexité n (nombre de quantificateurs) d’'une L-formule 6(z).

n = 0 : pour tout uple a C Ay, A; = 6(a) ssi Ay = 6(a), car A3 C Ay C By et
A1 < By, pour un certain modéle By de T7.

n > 1 :soit {(z) := Jy(y,Z), ot ¢ est de complexité < n. Soit @ C A;. Montrons

que A; = £(a) ssi Az = €(a).
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(=) : Si A1 = 3yy(y,a), alors Ay = ¢(c,a) pour un ¢ € A;. Cela est équivalent a
Ao = (e, a) par hypothése d’induction, et donc implique Ay = Jyip(y, a).

(<) : Si Ag = Fyy(y, a), alors Ay = 1(d,a) pour un d € Ay. Cela est équivalent a
By = 1(d,a), pour un certain modéle By de Ty tel que, pour un modéle B; de T,
Ao C By C By, Ay < By et Ay < Bj.

Par hypothése d’induction, By |= ¥(d, a) implique By | ¥(d,a), i.e. By E Jyi(y, a).
Par le test de Tarski-Vaught et car A; < By, on a : A; E Jyi(y, a).

(i) Il suffit de montrer que les modeéles de 7" sont des modeéles de T'. Soit A’ un
modeéle de 7. A" se plonge dans un modéle A de T, qui lui-méme se plonge dans
un modele B’ de T'. Par le théoréme et car T” est modeéle-compléte, on a :
A’ C.. B, et donc en particulier A’ C,. A. Par 'exercice |2, A’ est un modeéle de 7.

6. Montrer que si une L-théorie Ty est modeéle-compléte et si étant donnés deux mo-
déles quelconques A, B de Ty, il existe un troisiéme modéle C de Ty tel que A et B
se plongent dans C, alors Tj est compléte.

Soit ¢ une L-formule, on veut montrer que Ty = ¢ ou Ty |= —¢. Si Tp ¥ ¢, il y a un
modele A de Tj tel que A = —¢. Supposons qu'il y ait un autre modeéle B de Tj tel
que B = ¢. Or A et B se plongent dans C et T est modeéle compléte done A < C et
B < C (car A C C et BCC). On devrait donc avoir C = ¢ et C = ¢, ce qui est une
contradiction, donc B |= —¢, i.e. Ty = —¢.

Dans les références citées ci-dessous, se trouvent de nombreux exercices.
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