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Systeme dynamique linéaire

Définition
Un systeme dynamique linéaire est un couple (E, T) ou E est un espace
de Banach séparable et T : E — E une application linéaire et continue.

Idée : E est I'ensemble des état possibles d'un systeme (physique,
économique, etc.), T : E — E décrit I'évolution de ce systéme.
Exemples :

s T:R?—R?:(x,y) — (3y,2x).

m Opérateur de dérivation D : H(C) — H(C), f — f'.
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Notion d'orbite

Définition

Soit (E, T) un systéeme dynamique linéaire. Pour tout x € E, on définit
I'orbite de x sous T :

Orb(x, T) ={T"(x) | n € N}.

T(.X)

T2(x)
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Hypercyclicité

L'hypercyclicité est la notion principale en Dynamique Linéaire.
Définition

Un opérateur T : E — E est hypercyclique s'il existe x € E tel que
Orb(x, T) = E. Un tel vecteur est dit hypercyclique pour T.

U
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Remarques

Deux remarques.

m L'hypercyclicité n’existe pas en dimension finie : pour tout x € E, soit
limp—oo || T"(x)|| = 00 ou soit (T"(x))n>0 est borné.

m Tout espace de dimension infinie admet un opérateur hypercyclique
(Ansari-Bernal).
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Espace de suites

Un espace de suites désignera un des espaces suivants :

- {x = (xn)nz0 | S25% 4 [xnl? < oo}, 1<p< o
m H(C) ot f € H(C) est vue comme f =" janz" = (ao, a1, ... ).
Pour la suite, posons e, = (0,...,0,1,0,...), n > 0.
n



Systeme dynamique Shifts a poids

Vecteurs aléatoires Références
oo = _u]

oo o

Shifts a poids

Définition
Soit E un espace de suites, (wp),>1 une suite de scalaires. L'opérateur
BW((Xo,Xl,...)):(W1X1,W2X2,...), x € E,

est appelé shift a poids, avec suite de poids w = (Wp)n>1.

m Sur (P, B,, est continu ssi (wp),>1 est bornée. Exemple :
By i 0P — P (x0,x1, ... ) —> A(x1,x2,...).

m D: H(C) — H(C) est un shift a poids :
D(ZnZO apz") = Zn21 napz" 1.
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Hypercyclicité des shifts a poids

Théoreme (Grosse-Erdmann, 2000)

Soit E un espace de suite de Banach et B,, : E — E un shift a poids.
Alors B,, est hypercyclique si et seulement si

n
. . _1
liminf H ( H Wk> €n
n—o0

k=1

=0

Exemples :

= Sur (P, B,, est hypercyclique ssi sup,>1 []j_q [wk| = oc.
m Ainsi, By, avec w = (\)p>1 est hypercyclique ssi [A| > 1.

m Sur H(C), on peut montrer que D : H(C) — H(C) est
hypercyclique ssi sup,~; /" = o, ce qui est vrai.
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Trouver des vecteurs hypercycliques

Trouver un (des) vecteurs hypercycliques n'est pas évident : construction
souvent "fastidieuse” .

Exemple : B,, avec w = (A)p>1, |A| > 1, sur ¢P,

X = Z )\_"ky(k)

k>0

ot (y)),>0 C ¢P dense et (nk)x>0 C N bien choisie.
Question

Peut-on construire un vecteur aléatoire, avec une construction simple, qui
serait presque siirement hypercyclique ?
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Vecteur aléatoire

Dans la suite, soit (£2,.4,P) un espace de probabilité.

Définition

Soit E un espace de Banach séparable. Un vecteur aléatoire v est une
application mesurable v : Q — E.

Ainsi, v est presque slirement hypercyclique (pour un opérateur donné T)

si
IP’({w € Q| v(w) hypercyclique pour T}) =1.
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Existence d'un vecteur aléatoire hypercyclique

Théoreme

Soit (E, T) un systéme dynamique linéaire. Soit (up)nez une suite dans E
telle que

m T(up) = up—1 forevery n € Z,
B ),z Un converge inconditionnellement,

m span{u, | n€Z} =E.

Alors il existe une suite (X,)nez i.i.d de variables aléatoires telle que le
vecteur aléatoire -

Z Xnpln

est p.s. hypercyclique pour T.
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Application aux shifts a poids

Théoreme

Soit B, : E — E un shift & poids. Si la série )y en/(w1 ... wp)
converge inconditionnellement alors il existe une suite (X,)nez i.i.d de
variables aléatoires telle que le vecteur aléatoire

Xn
—0 1 n

est p.s. hypercyclique pour B,,.

Preuve. Prendre u, = e,/(wi ... w,) sin>0, et u, =0si n<O.
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Exemples

m Soit By, : P — (P avec w = (A)p>1, [A| > 1. Alors >~ en/A"
converge inconditionnellement et donc

00 Xn
> e
n=0

est p.s. hypercyclique pour B,,.

m Puisque ) ., z"/n! = e converge inconditionnellement sur H(C),

est p.s. hypercyclique pour D.
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