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Résumé :  

D’un point de vue industriel, l’évidement de cavités 2D1/2 est une opération fréquente, 

consommatrice de temps et présentant des potentialités d’optimisation. Une augmentation 

de la rentabilité de cette opération peut être réalisée par un choix judicieux de la trajectoire 

de l’outil. Parmi les différents types de trajectoires, certaines ont un aspect général de 

spirales et peuvent, potentiellement, offrir un temps d’usinage réduit (Bieterman, 2003 ; 

Leroy, 2019).  Elles sont nommées trajectoires curvilinéaires et sont obtenues par 

interpolation entre des courbes qui sont les solutions numériques d'une équation aux 

dérivées partielles, issues par exemple d’un modèle thermique. La fraise de la machine-

outil va donc relier ces points et la trajectoire sera constituée de petits segments dans le 

cas classique de l’interpolation linéaire nommée G1. Même si, macroscopiquement, ces 

trajectoires possèdent toutes les qualités pour permettre à la fraise de se déplacer 

rapidement, à petite échelle, les discontinuités en tangence inhérentes à la discrétisation 

augmentent significativement le temps d’usinage. 

Cet article propose de reconstruire de manière optimale les courbes de structure grâce à 

un ensemble de splines raccordées en tangence. La spirale bâtie entre ces morceaux de 

splines aura un ordre de continuité plus élevé et permettra ainsi à la fraise d’usiner à une 

vitesse moyenne plus proche de la vitesse d’avance programmée, ce qui diminuera de 

facto le temps d’usinage de la cavité. Dans le cas où des courbes de structure sont suivies 

par la fraise, un rééchantillonnage de celles-ci est également proposé. 
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1 Introduction 

L’évidemment de cavités 2D1/2, fréquent d’un point de vue industriel, est une opération 

coûteuse car consommatrice de temps. De nombreuses recherches tentent ainsi de réduire 

le temps d’usinage. Les pistes les plus fréquentes s’attachent à améliorer la trajectoire de 

l’outil pour lui permettre de se déplacer à plus grande vitesse moyenne. Des nombreux 

travaux (i.e. Lavernhe, 2008 ; Beudart, 2012) ont clairement montré que les discontinuités 

en tangence ralentissaient l’outil. Il est donc nécessaire de les réduire et, pour ce faire, 

deux méthodes existent : soit un travail local sur la trajectoire pour éliminer les 

discontinuités (Pateloup, 2010 ; Altintas, 2015 ; Liu 2022), soit un travail global pour 

avoir une trajectoire en forme de spirale continue en tangence, voire même en courbure 

(Bieterman, 2003 ; Xiong, 2010 ; Held, 2018 ; Abrahamsen 2019). 

Ces trajectoires spirales (ou curvilinéaires) sont construites par interpolation entre des 

courbes de structure qui sont les solutions d’une équation aux dérivées partielles. Elles 

sont donc constituées d’une succession de points issus d’un logiciel de calculs aux 

éléments finis. Dans le cadre de l’interpolation linéaire nommée G1, la trajectoire est ainsi 

constituée de petits segments et même si, macroscopiquement, la spirale possède toutes 

les qualités pour permettre à la fraise de se déplacer rapidement, à petite échelle, les 

discontinuités en tangence inhérentes à la méthode augmentent significativement le temps 

d’usinage. Les interpolateurs « polynomiaux » étant encore peu présents dans l’industrie, 

un travail est donc à réaliser sur les points de la spirale pour la rendre plus continue. 

Divers travaux (Sun, 2021; Song, 2021) réalisent un lissage de la trajectoire 5 axes, 

souvent via des B-splines ou des courbes de Bézier. 

Dans cet article, nous proposons d’utiliser des splines cubiques d’Hermite dans le but de 

rendre les courbes de structure continues en tangence. La spirale, créée par combinaison 

linéaire de ces courbes, le deviendra également.  

De plus, en fonction de l’aspect général de la cavité à usiner, les courbes de structure 

peuvent prendre localement des formes complexes, comme des oscillations, qui se 

traduisent par des changements de courbure. Alors que d’autres parties de ces courbes 

peuvent être pratiquement linéaires. Une technique de rééchantillonnage est donc aussi 

proposée de manière à adapter la densité linéaire de points à la forme locale de la courbe 

de structure. 

 

2 Contexte général et argumentation formelle 

2.1 Cavité étudiée 

Nous allons considérer l’évidement de la cavité proposée par Bieterman et Sandström 

(Bieterman, 2003) (Fig. 1). 
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Figure 1: Cavité 2D1/2 étudiée 

 

 

2.2 Le logiciel VPOp et le centre d’usinage simulé 

Puisque la vitesse de la fraise est limitée par la dynamique de chaque axe de la  

machine-outil (vitesse, accélération et jerk), le logiciel VPOp (Velocity Profile 

Optimization) aide à trouver un profil de vitesse faisant le meilleur usage des 

caractéristiques de la machine. De la sorte, les vitesses demandées à la fraise le long de 

la trajectoire sont atteignables. Il est dès lors possible d’estimer le temps d’usinage à partir 

du profil de vitesses. 

VPOp modélise un centre d’usinage MIKRON UCP710 (5-axes). Les accélérations 

maximales le long des axes X et Y sont de 2.5 et 3 m/s², respectivement. La vitesse 

d’avance programmée est de 10 000 mm/min (vitesse maximale 30 000 mm/min). 

 

2.3 Trajectoire curvilinéaire et courbes de structure 

Les trajectoires curvilinéaires ont une forme générale de spirale et permettent donc, 

contrairement aux trajectoires « zig-zag » ou « contour parallel », d’éviter de nombreux 

arrêts et redémarrages de la fraise. Les trajectoires curvilinéaires de « Bieterman » sont 

obtenues par la résolution de l’équation de Poisson (Eq. 1) sur une surface fermée 

correspondant à une « couche » de la poche 2D1/2. 𝑢  est un champ scalaire, 𝜕 , la 

condition aux limites. 

−∆𝑢 = 1 , 𝜕 = 0  (1) 

Résoudre cette équation revient à rechercher le champ de températures stationnaires de 

cette surface lorsqu’elle est uniformément chauffée et maintenue à 0°C sur le bord. 

Dans ce cas, les courbes de structure sont des isothermes (Leroy, 2019). Elles sont 

connues comme étant fluides, c’est-à-dire avec une courbure évoluant lentement. 

Analytiquement, elles sont, au minimum de classe C². Mais comme elles sont obtenues 

par un logiciel de calculs aux éléments finis, elles ne sont plus que de classe C0. 

 

2.4 Suivi d’une isotherme 

Pour éviter la chaîne de petits segments discontinus en tangence qui pénalisent la vitesse 

d’avance, Bieterman (Bieterman, 2003) réalise un lissage par moyenne mobile le long de 

la trajectoire déterminée. La Figure 2 permet de comparer la vitesse de la fraise dans le 

cas d’une spirale curvilinéaire sans lissage tangentiel (à gauche) et avec lissage tangentiel 
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(à droite). La couleur bleue de la trajectoire indique une fraise lente, la couleur jaune 

indique une vitesse proche de la vitesse d’avance programmée (le profil de vitesses a été 

calculé avec VPOp). Ceci illustre la nécessité d’un lissage et l’efficacité du lissage 

tangentiel. Cependant, pour des cavités dont les courbes de structure seraient de géométrie 

plus complexe (par exemple une courbure élevée), le lissage tangentiel pourrait mener à 

des sur ou sous-usinages. C’est pourquoi, nous approcherons l’isotherme par un ensemble 

de splines d’Hermite qui augmentera le niveau de continuité dans le suivi de l’isotherme 

(en la rendant de classe C1) et permettra un échantillonnage lié à la courbure locale de 

l’isotherme. 

 

  

Figure 2: Profil de vitesse sur une trajectoires curvilinéaires sans et avec lissage 

tangentiel (bleu = lent , jaune = rapide) 

 

2.5 Construction des splines d’Hermite 

Une spline cubique d’Hermite est une fonction d’interpolation entre deux points. Elle 

passe obligatoirement par ces deux points et respecte une orientation de tangente à ses 

extrémités également. Cette orientation de tangente est donnée (à une constante près), 

par un vecteur vitesse (Eq. 2). 

{
V0⃗⃗⃗⃗ = 𝑘1. (tgθ0x, tgθ0y)

V1⃗⃗  ⃗ = 𝑘2. (tgθ1x, tgθ1y)
   (2) 

 

Soient 𝑃0⃗⃗⃗⃗ (𝑥0, 𝑦0)  et 𝑃1⃗⃗  ⃗(𝑥1, 𝑦1) , la position de deux points du plan, V0⃗⃗⃗⃗  (𝑣0𝑥, 𝑣𝑜𝑦)  et 

V1⃗⃗  ⃗ (𝑣1𝑥, 𝑣1𝑦) , les vitesses aux extrémités de la spline. 

La spline d’Hermite d’abscisse curviligne t[0 ;1] qui respecte ces conditions a pour 

équations (Eq. 3): 

 

{
 
 

 
 

𝑥(𝑡) = (2𝑡3 − 3𝑡2 + 1). 𝑥0 + (−2𝑡
3 + 3𝑡2). 𝑥1 +

                              (𝑡3 − 2𝑡2 + 𝑡). 𝑣0𝑥 + (𝑡
3 − 𝑡2). 𝑣1𝑥

𝑦(𝑡)  =  (2𝑡3 − 3𝑡2 + 1). 𝑦0 + (−2𝑡
3 + 3𝑡2). 𝑦1 + 

                                (𝑡3 − 2𝑡2 + 𝑡). 𝑣0𝑦 + (𝑡
3 − 𝑡2). 𝑣1𝑦

             (3) 

 

Ce modèle peut aussi servir à approcher, de manière optimisée, un ensemble de points 

d’une courbe de structure. En effet, l’équation 3 nous laisse deux degrés de liberté. Nous 
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pouvons donc rechercher les valeurs de 𝑘1 et 𝑘2 qui minimisent la distance maximale 

entre la spline d’Hermite et un ensemble de points de la courbe de structure (= patch). Si 

nous fixons une valeur maximale acceptable pour cette distance, nous pouvons accroître 

le nombre de points du patch. Nous trouvons donc 𝑘1 et 𝑘2 permettant d’approcher un 

maximum de points d’une isotherme par une spline d’Hermite. En reproduisant cette 

procédure, il nous est possible de décomposer une isotherme en un nombre minimum de 

splines d’Hermite toutes raccordées en tangence et évoluant le long d’une courbe dont la 

courbure évolue de manière douce. 

Quatre isothermes ont été choisies pour réaliser cette décomposition (figure 3). Les plus 

externes sont intéressantes pour la diversité de leur géométrie : pentes très faibles à très 

importantes, courbure faible à importante, positive et négative. Les plus internes sont les 

moins bien définies vu l’importance du gradient de température dans cette zone. Nous 

pouvons donc tester notre méthode sur des isothermes plus « bruitées » numériquement. 

Elles ont été choisies par paires, de manière à pouvoir construire, par la suite, les portions 

d’une spirale entre-elles. 

 
Figure 3: Quatre isothermes de structure issues de la méthode de Bieterman 

 

2.6 Rééchantillonnage 

Une fois la décomposition en patches d’une isotherme réalisée, il nous est possible de 

rééchantillonner les morceaux de splines en gardant l’erreur de corde sous une certaine 

valeur. De la sorte, la densité linéaire de points décrivant l’isotherme est faible dans les 

zones de faibles courbures et importante dans les zones de fortes courbures. Ce travail a 

un triple avantage : 

• Il permet de réduire le nombre de points représentant l’isotherme, ce qui augmente 

la longueur des segments et par conséquent la vitesse moyenne de la fraise 

(Fig. 2). 

• Il réduit le « bruit numérique » le long de l’isotherme, ce qui augmente la vitesse 

moyenne également. Ceci permet également au logiciel VPOp de converger plus 

rapidement vers un profil de vitesse optimum (donc vers un temps d’usinage 

proche de la réalité). 

• Il permet de suivre d’assez près l’isotherme, même dans des zones ou la courbure 

change brutalement. 
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3 Résultats 

3.1 Hypothèse de travail – Paramètres 

• Fraisage d’ébauche d’un aluminium à usage aéronautique 

• Distance maximale acceptable entre une spline et les points du patch = 0.5 mm 

• Erreur de corde acceptable = 0.5 mm 

3.2 Résultats 

Les figures 4 et 5 montrent le fit par splines d’Hermite et le rééchantillonnage sur les 

isothermes 1 et 3.  Le tableau 1 synthétise les résultats. On peut y observer, en bleu, les 

isothermes et en rouge, les splines d’Hermite. Les croix noires sont les points issus du 

rééchantillonnage. 

 

 

 

Figure 4: Splines d’Hermite sur l’isotherme 1 (dessus) et rééchantillonnage (dessous) 
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Figure 5: Splines d’Hermite sur l’isotherme 3 (dessus) et rééchantillonnage (dessous) 

 

Numéro de 

l’isotherme 

Nombre 

de 

points 

Nombre 

de splines 

d’Hermite 

Nombre de 

points après 

rééchantillonnage 

1 (=iso05) 1926 9 44 

2 (=iso06) 1850 9 40 

3 (=iso21) 596 4 18 

4 (=iso22) 518 4 17 

Tableau 1 : Synthèse des résultats  

 

4 Conclusion et perspectives 

Ce travail préparatoire de découpage des courbes de structure en un ensemble de splines 

d’Hermite raccordées en tangence va nous permettre de créer une trajectoire curvilinéaire 

de classe C1. De la sorte, la fluidité de la trajectoire en sera améliorée et le temps d’usinage 

diminué.  
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Le rééchantillonnage de la courbe de structure, quant à lui, nous permettra de sélectionner 

localement les points nécessaires à un parcours correct de la trajectoire. Ainsi, la densité 

linéaire de points de passage de la fraise ne sera importante que dans les zones où cela 

s’avère nécessaire à un usinage de qualité. 

À l’avenir, nous souhaitons quantifier le gain de temps obtenu grâce à ce 

rééchantillonnage, à la fois numériquement par des simulations sur VPOp mais aussi sur 

la machine-outil à commande numérique modélisée dans le logiciel.  

Des investigations devront également être menées pour quantifier les variations d’efforts 

de coupe dans les zones où la prise de passe évolue rapidement. 
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