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Chapitre 1

Limite de suites dans R

I.1 Introduction

Lorsqu’on est confronté a une séquence d’événements, il est naturel de se
poser la question de son évolution. Le phénomene va-t-il se « stabiliser » dans un
certain état, va-t-il se répéter encore et encore, va-t-il avoir un comportement qui
parait aléatoire ?

Par exemple, si on considere le mouvement de la terre autour du soleil, on
voit que les positions de celle-ci se répetent apres une année — on dit que le
mouvement est périodique. Si on regarde un pendule avec frottement, il finira
toujours par se rapprocher de plus en plus de la position d’équilibre « té€te en bas »

— on dit que le mouvement converge vers cette position d’équilibre.

§1. Ce type de questions ne se pose pas uniquement a propos de phénomenes
physiques mais s’applique aussi a des « constructions mentales ». Commengons
par une illustration simple. Supposons que je remplisse un verre a moitié, puis
que je rajoute la quantité de liquide nécessaire pour remplir la moitié restée vide,
et que je répete cette opération encore et encore (voir Fig. I.1)... vais-je finir par
remplir tout le verre ? Graphiquement, on se doute bien que ce sera le cas : I’es-
pace resté vide dans le verre est de plus en plus petit et on le comble chaque
fois de moitié ; donc, si je répete 1’opération une infinité de fois, j’aurai rempli
mon verre. Traduisons cela mathématiquement. Je commence par remplir le verre
a moitié, donc 1/2 est plein et 1/2 est vide. A la seconde étape, je remplis la
moitié du volume vide, c¢’est-a-dire la moitié de la moiti€ du verre. Donc, main-

tenant, 1/2+ 1/4 du verre est plein et 1/4 est vide. Ensuite, a la troisiéme étape,
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FIGURE I.1 — Remplissage d’un verre par étapes

je remplis 1/2 de ce qui est vide, ¢’est-a-dire que j’ajoute 1/8 de liquide, ce qui
me donne que 1/2+ 1/4+ 1/8 du verre est plein tandis que 1/8 = 1/23 est vide
(voir Fig. 1.2). En continuant de la sorte, on se rend compte qu’a la n® étape,

T — /78\
1/4 \._____/::
1/2 — T
1/4 1/4
— -~ p--""TT T
— —~— ~
1/2 1/2 1/2
- -- """ 7T - --" "7~ - -~ """
Etape 1 Etape 2 Etape 3

FIGURE 1.2 — Décompte des quantités de liquide

1/24+1/44+1/8+---+1/2" du verre sera plein et que 1/2" restera vide. Que
veut dire, dans ce formalisme, I’affirmation faite plus haut qu’on finira par rem-
plir le verre ? Simplement que la partie pleine se rapproche de la totalité du verre,
c’est-a-dire que

I 1 1 1 .

3 + 1 + 3 4+ o se rapproche de 1 lorsque » devient grand.
De maniere plus succincte, on écrit que la « somme infinie » de tous les 1/2",
n=1,2,...,vaut 1:

I 1

1 1
S T R B |
St itz Tt mt
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Ici, la comparaison avec le remplissage du verre nous a amené a trouver le
comportement de la suite de nombres x; = 1/2, xp =1/2+1/4,..., x, =1/2+
1/44---4+1/2" n € Ny. Mais quel estceluide 1/3+1/94---4+1/3",de 1/2 —
1/4+1/8—=1/16+---4+(—1/2)" oude 1/2+1/3+1/4+---+1/n? Nous re-
viendrons succinctement sur ces questions une fois la notion de convergence cor-
rectement définie (voir I’exemple 1.13, page 29) et nous en ferons une analyse plus

approfondie dans le chapitre VII.

§2. Lorsqu’on ne dispose pas d’une image simple pour guider notre intuition, on
peut recourir au calcul numérique pour avoir une idée de la situation. Considérons
par exemple la fonction f : R\ {0} — R définie par f(x) = (sinx)/x. Celle-ci
n’est pas définie en x = 0. Mais quel est son comportement pour x proche de 0 ?
Le fait qu’on divise par x qui va devenir de plus en plus petit rend-il f(x) de plus
en plus grand — a la maniere de 1/x? Ce n’est pas clair car, a la différence de
1 /x, le numérateur de (sinx)/x s’annule aussi en x = 0! Le tout est donc de savoir
qui du numérateur ou du dénominateur s’annule le plus vite. Si le dénominateur
est beaucoup plus petit que le numérateur, le quotient sera tres grand ; si c’est le
numérateur qui se rapproche de zéro plus vite que le dénominateur, le quotient
se rapprochera lui aussi de z€ro ; si le numérateur et le dénominateur tendent vers
zéro a laméme vitesse, alors le quotient peut se comporter de diverses maniéres ! :
convergence, oscillations,...

Afin d’essayer de déterminer dans quel cas nous sommes, nous avons au
tableau I.1 calculé les valeurs de f(x) pour x =1, x = 1/10, x = 1/100,..., x =
1073 Nous avons aussi représenté de maniére graphique (voir Fig. I.3) les valeurs

de f en une cinquantaine de points. Les conclusions que 1’on tire de ces deux

X 1 1/10 1/100
(sinx)/x | 0.841470984808... | 0.998334166468... | 0.999983333417...

X 1/1000 1/10* 1/10
(sinx) /x | 0.999999833333... | 0.999999998333... | 0.999999999983...

TABLE I.1 — (sinx) /x pour x ~ 0

1. Imaginez des exemples pour chacun des cas! Suggestion : examinez les fonctions x —
ax® /xB et x — x*cos(1/x)/xP pour différentes valeurs de a, a et .
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FIGURE 1.3 — Graphe de (sinx)/x

représentations sont les mémes : lorsque x se rapproche de 0, (sinx)/x se rap-
proche de 1. Nous pouvons reformuler ceci comme suit : la limite des valeurs de
(sinx)/x lorsque x tend vers O vaut 1. Nous voudrions insister cependant sur le
fait que nous n’avons rien démontré. Nous avons seulement observé des résultats
numériques et extrapolé. Car en effet rien ne nous assure que, pour x = 1071000,
f(x) est encore proche de 1! De plus les calculs sur ordinateur sont forcément
entachés d’erreurs. > Nous devons donc nous garder de conclusions hatives. Nous
avons seulement une bonne indication que, lorsque x est petit, (sinx)/x ~ 1. Ce
cours vous offre les concepts et les outils qui vous permettront de le démontrer —
et donc d’en €tre sir.

§3. Passons maintenant a quelques exemples plus élaborés. Un des plus classiques
est celui de la définition de vifesse instantanée. Tout le monde sait ce qu’est la

vitesse moyenne : si je me déplace d’un endroit a un autre, ma vitesse moyenne est

2. En effet, un ordinateur ne peut stocker qu’un nombre limité de chiffres et doit donc tron-
quer les nombres. Cela peut avoir des conséquences néfastes si on n’y prend garde. Par exemple,
dans la suite de cette section, nous déduirons les formules de récurrence (1.4) qui permettent d’ap-
proximer 7 : a, ~ 7 lorsque n est grand. Cependant, si on rentre ces formules telles qu’écrites
dans un programme, on trouve que (vos résultats peuvent varier en fonction de votre machine,
seul le comportement général sera le méme) : ajg = 3.1415914215..., axo = 3.1415965537...,
aze = 3.1622776602..., ag = 0.0000000000... d’ol on concluerait, a tort, que a, ~ 0 lorsque n
est grand.
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simplement la distance parcourue divisée par le temps mis a la parcourir. Cepen-
dant, durant mon voyage, j’ai sans aucun doute accéléré, ralenti, et méme peut-€tre
me suis-je arrété. Ces variations ne sont pas du tout prises en compte par la vitesse
moyenne. Ce qu’on voudrait donc faire, c¢’est définir la vitesse (instantanée, pour
la différentier de moyenne) du véhicule a chaque moment du voyage. L’idée est la
suivante : si 2 un moment ¢ donné on regarde la distance parcourue par le véhicule

durant un temps tres court, alors la vitesse moyenne durant ce temps, a savoir

distance parcourue

temps écoulé

reflete assez bien ma vitesse au moment ¢ puisqu’il est peu probable que j’ai réussi
a accélérer ou décélérer durant le petit intervalle de temps. Néanmoins, cela ne
reste qu'une approximation de ma vitesse. Et cette approximation est plus ou
moins bonne selon que je conduise un vélo, une voiture ou un avion! Ce n’est
donc pas une définition satisfaisante de la vitesse ! Quel est le remede ? Simple-
ment améliorer 1’approximation ! Plus précisément, on va faire des mesures de la
distance parcourue d; durant des intervalles de temps #; de plus en plus petits. On
obtient une suite de nombres qui sont les vitesses moyennes sur ces intervalles,
di dy dj d;
PRI
et qui (nous I’espérons) se rapprochent de plus en plus de la vitesse instantanée.
Autrement dit, si la suite des vitesses moyennes se « stabilise » autour d’un nom-
bre donné, ce nombre est appelé la vitesse instantanée. Une formalisation plus
poussée de cette explication conduit au concept de dérivée dont nous reparlerons

au chapitre VI.

§4. Ce genre de méthode, ol on définit approximativement une quantité pour en-
suite la « raffiner », est au cceur méme de I’analyse. Une utilisation trés ancienne
de ce type de méthode est due a Archimede. Les grecs savaient que ’aire d’un
disque de rayon r est ar? et que sa circonférence est 2ar ol o est un nombre
qui ne dépend pas du rayon du cercle. Mais toute la question était : quelle est
la valeur de o ? L’idée géniale d’ Archimede fut la suivante : s’il est difficile de
calculer o exactement, au moins peut-on 1’approcher ! En effet, considérons le

disque de rayon unité. On peut lui inscrire un polygone avec un grand nombre de
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cotés. L’aire du polygone sera une bonne approximation de 1’aire du disque, c’est-
a-dire de a! Oui mais comment calculer facilement 1’aire de tels polygones ?

Commencons par un polygone simple : un carré (voir Fig 1.4). Le co6té du carré

FIGURE 1.4 — Carré inscrit FIGURE 1.5 — Octogone inscrit

vaut v/2 et donc son aire a; vaut 2. Divisons chaque c6té du carré en deux et pous-
sons les milieux sur le cercle. Nous obtenons un octogone (Fig. I.5). Pour calculer
son aire ay, il suffit de connaitre la longueur ¢, du c6té de 1’octogone car on en
déduit que I’aire du triangle vaut %cm /11— %c%, d’ota, =8- %cz 4— c%. Reste
a déterminer c¢;. Cependant, comme nous allons ensuite répéter la procédure de
division des cdtés, mieux vaut chercher un argument général.

Supposons donc que nous ayons déja effectué n étapes. Nous avons un poly-
gone a 2+l ¢tés dont nous connaissons 1aire a, et le coté ¢,. Nous divisons
chaque co6té en deux selon la procédure ci-dessus, ce qui nous donne un poly-
gone a 27+2 ¢5tés dont nous voudrions déterminer 1’aire an+1 etle coté ¢, 1. Par
un raisonnement analogue a celui fait pour I’octogone, nous savons que ces deux
quantités sont liées et qu’en fait

_on+2 1 / 1.2 _»~9n 2
an+1 =2 'ECn+1 I_ch+l =2 Cn+1 4_Cn+1'

Pour déterminer ¢, 1, regardons la figure 1.6. Evaluons de deux manieres dif-
férentes 1’aire du triangle grisé. C’est le méme triangle qui nous a servi a calculer
I’aire totale du polygone, donc son aire vaut %anr 12/ 11— %c,% 41~ D’autre part, on

peut considérer qu’il a comme base un rayon du cercle et comme hauteur ¢, /2.
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1.2
1 - 2Cn+1

FIGURE 1.6 — Longueur du coté

Son aire vaut donc aussi ¢, /4. En égalant ces deux valeurs, on trouve que
= 4—c2 (L1)
Cn = Cp+1 Cotl .
ou encore, en €levant au carré,
2 N2 2 2
(Cn-i-l) - 4cn+1 + Cn = 0. (12)
C’est une équation du second degré en ci 1 dont les racines sont
=2—4/4—c2 =2 4—c2
p— c; et P+ + Cyp-

Pourquoi deux racines et laquelle choisir ? On peut facilement vérifier 3 que p_ et
p-+ appartiennent a [0,4] et donc, quelle que soit celle qu’on prend pour cﬁ 41> 0N

a4— cﬁ 41 = 0 et on peut en prendre la racine dans (I.1). Cela ne permet pas de

.. . . s . 1 1.2
choisir. En fait, la raison est que la formule de I'aire 5¢,+14/1 — z¢;,, | ne permet
pas de dire si c’est la moitié du c6té ou la hauteur qui est appelée * %an. Les

3. En effet, p — p? —4p + c2 est une parabole symétrique vis 2 vis de la droite p = 2. Les
deux racines se trouvent donc de chaque coté de 2 : p_— <2 < p4. Comme la valeur de la parabole
enp =0et p =4estc2 >0, les racines se trouvent forcément entre 0 et 4.

4. Vérifiez | Supposez que la hauteur vale ¢,,11 /2. Vous verrez que la moitié du c6té vaut, selon

le théoréme de Pythagore, /1 —c2,, /4.
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deux racines refletent donc les deux possibilités. Comme ici c’est le coté qu’on a

nommé ¢, 1, on a géométriquement qu’il est plus petit que la hauteur. Ainsi?

2
A =p. et (2 1—;{cg+1) —p.. (13)

On conclut que

_ / _n 2
Cnr1 =1/2—1\/4—C3 et any1 =2"cap1n/4—cop -

On peut encore simplifier un rien la deuxieme de ces expressions. En effet, au vu

de (1.3), ¢ G c2 +1) = P—py et le produit des racines se lit directement sur

1’équation (I.2) : p4p_ = c2. Finalement, on a :

Cnr1 =1\/2—1/4—C3 et ani1 =2"cy. 1.4)

On peut donc, en partant de ¢; = v/2, calculer 2 la main ou a I’aide d’un ordina-
teur © les quantités as, a3, as,... D’aprés la construction de ces quantités, on espere

qu’elles se rapprochent du nombre 7, ce qui s’écrit
a, — T.
Regardons plutot :

ay =2 a, =2.8284271247... a3z =3.0614674589...
as =3.1214451523... a5 =3.1365484905... ajo = 3.1415877253...
ars =3.1415926488...  azo =3.1415926536... a5 =3.1415926536...

La suite des valeurs semble en effet se stabiliser prés d’'un nombre qui commence
par 3,14159... Evidemment, seule notre intuition géométrique nous dit que la suite
des valeurs a, converge (vers 7). Et comme nous ne pouvons calculer une infinité

de ces a,, il ne nous est pas possible de voir qu’en effet on n’a pas de mauvaise

5. On peut vérifier que c’est cohérent. La formule (2, /11— }LcﬁH)z =pyseréduitad—p_ =
p+ c’est-a-dire py + p_ =4, ce qui se lit sur 1’équation (1.2).

6. Attention cependant, telles qu’écrites, les formules (I.4) posseédent une « instabilité numé-
rique » qui engendre une amplification des erreurs et produit ainsi des résultats completement
erronés. (Voir aussi la note 2 en bas de la page 4.)
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surprise, ni pour ajgppp, Nl pour ag,... Ce chapitre vous donnera les outils qui

permettent de prouver que les a, convergent.

§5. Supposons que nous voulions écrire un programme qui calcule les ¢, et a,
de I’exemple précédent. Pour cela, il faudrait une procédure de calcul pour la
racine carrée. En général, les langages de programmation fournissent une telle
fonction — souvent appelée sgrt pour « square root ». Comment fonctionne-
t-elle ? Et également, comment faire si ce n’est pas de la racine carrée mais de
la racine cubique dont nous avons besoin ? Nous allons ci-apres proposer une
méthode de calcul — un algorithme — pour la racine k¢ d’un nombre positif et
montrer le role de la notion de convergence dans sa justification. Le point de dé-
part est de remarquer que calculer x = \/a revient a trouver la solution positive
de 1’équation x* = a, ou encore de x* —a = 0. Il existe de nombreuses maniéres
d’approximer les racines d’une équation ; nous en avons choisi une célebre, con-
nue sous le nom de « méthode de Newton ». Celle-ci se comprend facilement de
maniere géométrique ; nous vous conseillons de suivre les explications tout en re-

gardant la figure 1.7. Supposons que nous disposions d’une vague idée (peut-étre

X3 X2 X1 X0

FIGURE 1.7 — Méthode de Newton FIGURE 1.8 — Quelques itérations

franchement mauvaise) de ce qu’est la solution de x —a = 0. Notons ce nombre
X0 € |0, 4oo[. Une maniere simple d’améliorer x( consiste a regarder la tangente au
graphe de f : x — x* — a au point xq et de voir ou celle-ci coupe I’axe des x. Cette
intersection donne un nouveau nombre — appelons le x; — qui est plus proche
de la racine que xy. L’équation de la tangente étant facile a écrire, on trouve apres

quelques calculs (faites-les !) que

flxo) _
axf (XO)

X1 = X0 — = JV(Xo) (1.5)



10 Chapitre I — Limite de suites dans R

ol d, f(xo) désigne la dérivée de f au point x( par rapport a la variable x. Evidem-
ment, rien ne nous empeche de répéter la méme opération sur x; pour obtenir
A (x1) qui est encore une meilleure approximation de la racine. De maniére
générale, 1’algorithme est le suivant. On part d’une valeur xo qu’on raffine pro-
gressivement grace a la fonction .#”. Comment choisir xo ? D apres le graphique,
il est utile de choisir xo > +/a mais pas trop loin. Un choix simple est de pren-
dre xo=asia>1letxg=1sia<1,cest-a-dire xp = max{a,1}. En résumé,

I’algorithme s’écrit
xo = max{a, 1} et  xXpqp1 =4 (x,) pourneN.

D’apres le procédé de construction, on a envie de dire que x,, se rapproche d’autant

plus de la racine que n est grand, autrement dit que
X, — a lorsque n est grand.

En tout cas, si x,, se rapproche d’une valeur, disons b € R, alors b doit étre racine
de I’équation. En effet, six, ~betx,, 1 ~b,ona’ b x, 1 =N (x,) =~ N (b).
Or b = 4 (b) si et seulement si b = a (vérifiez-le !). Donc, si x, — b, alors
b = /a. 11 suffit donc de montrer que 1’algorithme converge pour qu’il donne la
réponse souhaitée : x, est une approximation de +/a, d’autant meilleure que n est
grand. Mais I’algorithme converge-t-il ? Nous avons essayé de vous en convaincre
graphiquement. Une preuve détaillée serait néanmoins la bienvenue car 1’ordina-
teur exécute bétement les instructions et, sur un graphique, il est facile d’oublier
des cas particuliers qui pourraient poser probleme. On aimerait d’ailleurs aussi un
argument qui dit que les problemes de précision rencontrés avec 1’équation (1.4)
ne se produisent pas. Si ces justifications sont importantes pour des fonctions aussi

simples que f(x) = x*

—a, elles le sont d’autant plus pour des fonctions plus com-
pliquées — pensez a f une fonction polynomiale — pour lesquelles, non seule-
ment on a moins d’intuition, mais de plus I’algorithme ne donne pas toujours la
réponse souhaitée — la suite (x,) ne converge pas vers la racine visée. Sans ces
assurances, utiliser une méthode en espérant que ¢ca marche dans un programme
d’importance critique — pensez par exemple au pilotage d’un avion ou d’un réac-

teur nucléaire — est pure folie !

7. Pour étre tout a fait honnéte, il faut dire que nous avons utilisé le fait que x, ~ b implique
N (xn) = AN (b), c’est-a-dire le fait que ./ soit continue. Nous invitons le lecteur a revenir a ces
arguments et a les justifier en profondeur une fois les notions de limite et de continuité clarifiées.
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§6. Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a I’évolution de certaines suites
de nombres en insistant particulierement sur leur convergence. Nous voudrions
finir par deux exemples plus complexes. Nous verrons de nouveau que, dans leur
étude, le concept de convergence est essentiel.

La construction des suites dans ces deux exemples suit le méme procédé que
celui déja rencontré aux équations (1.4) et (I.5), a savoir une définition par récur-
rence. On peut la généraliser de maniere abstraite comme suit : on se donne une
fonction F : A — A et un point xo € A et on construit x| en fonction de x, par
Xn+1 = F(x). Un tel F (qui va d’un ensemble dans lui méme) est aussi appelé
un systéeme dynamique discret et xg, X1, X2,... est appelée 1’orbite de xy. Compren-
dre un systeme dynamique veut dire comprendre le comportement de toutes les
suites xg, X1, X2,... pour xqo variant dans A. Heureusement, on n’est en général pas
intéressé par le comportement transitoire des suites (x,),eny — ¢’est-a-dire com-
ment (x,) se comporte au début — mais par leur comportement asymptotique —
c’est-a-dire a ce qui se passe pour n tres grand. Clarifions cela sur un exemple.
Prenons F : [0,1] — [0,1] : x — x/2. Etant donné un xy € [0,1], son orbite est

constituée de la suite de nombres :
2
X0, X1 =F(x0)=x0/2, xp=x1/2=x0/2%..., Xyp=2x0/2",...

Plus 7 est grand, plus 2" est grand et donc plus le quotient xo /2" est petit (proche
de 0). Autrement dit :
X, — 0.

Ce qui est remarquable, c’est que cette conclusion ne dépend pas de xg. Ainsi les
orbites de tous les points convergent vers 0. Pourquoi 0 ? Qu’a-t-il de particulier ?
C’est un point fixe, un point qui ne bouge pas sous 1’action de F : F(0) = 0. Si on

regarde 1’orbite de 0, on obtient :
X0 = 0, X1 ZF(X()) = 0, X2 =F<X1) = 0,..., Xn = 0,...

C’est une suite constante, composée uniquement de 0. En termes physiques, on
dirait que le point O est stationnaire (ne bouge pas) sous la loi d’évolution F.
Y a-t-il d’autres points fixes ? Il suffit de regarder. Par définition, un point fixe x
satisfait I’équation F(x) = x. Ici, cela donne x/2 = x, d’ott il découle que O est
I’unique point fixe de F. On peut synthétiser les résultats obtenus jusqu’a présent
par :
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toutes les orbites convergent vers I’unique point fixe de F, a savoir 0.

Peut-on représenter graphiquement ce phénomene ? Tout d’abord, comment iden-
tifier les points fixes sur le graphe de F' ? Rappelons que le graphe de F est
I’ensemble des couples (x,y) € [0,1] x [0, 1] tels que y = F(x). Un point fixe x
est un point tel que x = F(x), donc il correspond a un point (x,y) du graphe de
F avec y = x. Autrement dit, un point fixe de F' est obtenu comme 1’intersec-
tion du graphe de F avec la droite d’équation y = x, c’est-a-dire avec le graphe

de la fonction identité x — x. La figure 1.9 confirme que 1’'unique point fixe de

A L7 A L
//$/ ’

3,7

/7

(Xn41,Xn41) L’

Xn+1

-
-

0 Xn+1 Xn
FIGURE 1.9 — Points fixes de F FIGURE 1.10 — Une itération

F est bien 0. Intéressons nous maintenant aux orbites. Comment les voir ? Pour
cela, il faut comprendre comment on peut construire graphiquement x, | a partir
de x,. C’est tres simple : puisque x,+1 = F(x,), 'ordonnée du point du graphe
de F en I’abscisse x, vaut précisément x,41 (voir Fig. 1.10) ! Le probleme est
que, pour pouvoir répéter la construction, il faut faire « redescendre » x, | sur
I’axe des x. Pour cela la droite d’équation y = x va de nouveau nous étre d’une
grande utilité. En effet, le point d’intersection de la droite horizontale passant par
(0,x,41) et la droite y = x est (x,11,x,+1). Autrement dit, 1’abscisse de ce point
est précisément la valeur x,, | reportée sur I’axe des x. Une fois cela compris, il
est facile de visualiser les orbites : il suffit de répéter la construction ci-dessus.
Par exemple, a la figure 1.11, nous avons représenté les orbites de deux points
xo et x;,. On voit clairement que le comportement de n’importe quelle orbite sera
toujours le méme : elle va décroitre et tendre vers 0. Dans ce premier exemple,

I’approche analytique et graphique conduisent toutes deux assez rapidement a la
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1
. X3 X X1 0

o~

/ /
0 ... x x| X,

FIGURE I.11 — Quelques orbites

méme conclusion. ’avantage de 1’approche graphique est qu’elle peut donner
une idée de la situation (qu’il faut ensuite confirmer par une preuve) méme quand
analytiquement les calculs sont ardus voire infaisables. Par exemple, si on prend
F:[0,1] = [0,1] : x— 3(1 —x), on clonclut immédiatement de la figure 1.12 que
de nouveau toutes les orbites convergent vers I’unique point fixe de F' mais cette

fois en « oscillant » et non plus en décroissant. En fait, en réfléchissant un peu, on

1 T T T T 1 T T T T
0.8 | 0.8 |-
0.6 |- 0.6 |-
04 | 7 : 0.4 — :
8 8
0.2 | o ~.~.\\\.F 0.2 kL L "‘u\ \nF

0 Sl 1 1 1 0 A 1 1 I
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE I.12 — Quelques Orbites de F : x — %(1 —X)

se rend compte que c’est vrai pour toutes les fonctions du type F(x) = o(1 —x)
avec a € [0, 1] (que se passe-t-il pour o = 1 ?). Dans la suite, nous privilégierons
cette approche graphique — aidée par ordinateur — tout en sachant que ce que
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nous affirmons aurait besoin d’€tre soutenu par un raisonnement plus approfondi
que nous ne ferons pas.

Jusqu’a présent, les systemes dynamiques abordés avaient un comportement
simple : toutes les orbites convergent vers 1’unique point fixe. Les fonctions F' con-
sidérées étaient des polyndmes du premier degré. Qu’en est-il pour les polyndmes
du second degré. Considérons par exemple la fonction Fy, : [0,1] — [0,1] : x —
pux(1 —x). Pour que Fy,([0,1]) C [0,1], il faut que p € [0,4]. Quels comporte-
ments pouvons nous avoir ? Pour p € [0,1], le graphe de F}, est entierement en
dessous de la diagonale ; Fj; n’a qu’un seul point fixe dans [0, 1] qui est 0. Comme

précédemment, toutes les orbites convergent vers O (voir Fig. 1.13).

1 T T T —— 1 T T T T

u =0,7 =1 ,
0.8 |- P 0.8 | -
0.6 | - 0.6 F .
04 — 04 ]
_] 0.2+ 2 Lot = .-"\\ |
0 ! ! -
1 0 02 04 06 0.8 1

FIGURE 1.13 — Orbites pour Fy; : x — ux(1—x), u € [0,1]

Lorsque u devient > 1, la parabole passe au dessus de la diagonale ; F}; pos-
sede donc deux points fixes dans [0, 1]. On peut facilement les calculer en résolvant
I’équation F, (x) = x : il s’agit de O et de

X =1-1/p

Que font les orbites ? Convergent-elles vers un point fixe et, si oui, vers lequel ?
Au vu de la figure 1.14, on constate que les orbites convergent vers x;;. Toutes
les orbites ? Presque. En effet, O est un point fixe, donc son orbite est la suite
constante 0, 0,..., et F;(1) = 0, donc ’orbite de 1 est 1, 0, 0,... Par contre, si
on part de xg tres proche de 0 mais différent, on voit que son orbite s’éloigne de
0 pour converger vers x,;. A cause de cela, on dit que 0 est un point fixe instable.
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En conclusion, toutes les orbites sauf celles de 0 et 1 convergent vers x:‘l. Si on

1 T T T T 1 T T T T
u=14 , u =128 ,
0.8 |- P 08 |- -
0.6 - 06 | -
e 3 e 3 ’ .
()‘uax,u)
0.4 F \ ,' = 0.4 F .
02 S 02 F 1 -
0 | | | | 0 & | | | | I
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE 1.14 — Orbites pour Fy, : x — px(1 —x)

continue a augmenter U, on constate (Fig. 1.15) que pour u = 2 le maximum de

*

u

Z‘L en oscillant et non

plus de maniere monotone (Fig. 1.16). Continuons a augmenter . Pour u > 3,

la parabole se situe sur la diagonale et pour u > 2, la pente de F, au point fixe x

devient négative ce qui fait que les orbites convergent vers x

1 T T T T 1 T T T T
u =2 u =28 ,

. 08 | P
. 0.6 - @ =
- 0.4 | -
. 02 -

0 | | | | . 0 ! | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
FIGURE I.15 — Orbites de F; FIGURE 1.16 — Orbites de F

quelque chose d’étrange a lieu : le point fixe x), est toujours la mais les orbites
ne convergent plus vers lui (Fig. [.17) ! Que s’est-il passé ? Lorsque i augmente,
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T T
u =31 u =33 ,
08 |- - 08 | R RE o
0.6 - - 0.6 - , > ]
] 0.4 ]
] 0.2 .
: | | | y 0 | | | |
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 038 1

FIGURE 1.17 — Orbites de Fy,

la valeur absolue de la pente de F, au point fixe x;, augmente également si bien
qu’a un certain moment 8 le point xy, devient instable. Que font les orbites ? Si
on regarde attentivement la figure 1.17, on voit qu’elles finissent par osciller entre
deux valeurs. C’est qu’en plus du point fixe x;, il existe un cycle d’ordre 2, encore
appelé orbite périodique de période 2, c’est-a-dire deux points xZ’l et xt{z qui sont
envoyés I'un sur I'autre : Fy (xy;') = x> et Fy (x;>) = x;;'. Ainsi I"orbite de x;;'
est:

sl Fu w2 Fuo o1 Fuo o ox2 Fu
I X [ X“ [

X [ R
Puisque Fy, (Fy(x;")) = x3;' pour i = 1,2, on peut trouver les valeurs de points de

cette orbite en résolvant F (Fy (x)) = x, ce qui donne? :

ol _ Bl vpr-2u-3 g2 kAl vp2-2u-3
_ "2

u 2 et 2

(le radicant est positif pour y > 3). En résumé, pour u > 3 et « proche » de 3,
toutes les orbites convergent vers le cycle d’ordre 2 (x;kjl ,x;’z) — excepté bien sir

les orbites de 0, 1 et x;'}.

8. Le point fixe xj, devient instable lorsque [dFy (x};)| > 1 ce qui revient & p > 3. C’est aussi
la méme chose pour 0 : il est devenu instable lorsque |dF, (0)| > 1, c’est-a-dire lorsque u > 1. Le
pourquoi de cette condition (valeur absolue de la dérivée > 1) demanderait des explications que
nous omettrons ici.

9. En utilisant le fait que nous savons que 0 et x; sont des solutions, I’équation du quatrieme

degré se réduit & pux® — (u+ Dx+(1+1/p).
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On peut voir les transitions de « convergence vers 0 » a « convergence vers

% >k

x;, » et de « convergence vers x;, » a « convergence vers un cycle d’ordre 2 » sur

la figure 1.18. Il faut interpréter ce diagramme comme suit. Jusqu’a y = 1, toutes

0.8 -

0.6 -

04

FIGURE 1.18 — Diagramme de bifurcation pour u € [0, 1+ /6]

les orbites convergent vers 0. Pour u € [1,3], le point fixe O devient instable et
toutes les orbites (sauf celles de O et 1 mais ce n’est pas représenté sur la figure)

convergent Vers xj;. A partir de u = 3, le point fixe x;, devient a son tour instable

1

et les orbites convergent vers le cycle d’ordre deux (x:} ,xsz). Ainsi, la figure I.18

représente le comportement asymptotique du systeme. Chaque changement dans
ce comportement — a . = 1 et 4 = 3 — est appelé une bifurcation.

Ici, la figure 1.18 était facile a tracer car nous connaissions I’expression analy-
tique de toutes les branches. Lorsque ce n’est pas le cas, on dispose néanmoins de

I’algorithme suivant pour tracer un diagramme approximatif. Pour chaque u, on

choisit une vingtaine '° de points initiaux x(()l), e ,x(()zo), on les itere 300 fois puis
on affiche les cinq points suivant de leurs orbites : xggl, . ,xé’&S, i=1,...,20 ou
(i) ( (@)

xni est défini par x,,i) =Fu(x

.~ 1)- L'ensemble des points tracés donne le comporte-

ment asymptotique stable, pas les branches instables représentées en pointillés sur
la figure 1.18.

10. Cette valeur numérique ainsi que les suivantes ne sont données qu’a titre indicatif et deman-
dent a étre ajustées selon le probleme.
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Nous sommes maintenant armés pour découvrir ce qui se passe si nous aug-
mentons encore (. Lorsque u > 14 /6, le cycle d’ordre 2 devient instable (re-
présenté par la branche en pointillé sur la Fig. 1.18) et une bifurcation vers un
cycle d’ordre 4 apparait (Fig. 1.19). Ce dernier devient lui-méme bientdt instable
et bifurque vers un cycle d’ordre 8, etc. A chaque bifurcation, on passe d’un cy-
cle d’ordre 2" 2 un cycle d’ordre 2"!. Ce phénomene est appelé doublement de
période. 11 est illustré par le diagramme de bifurcation de la figure 1.19. Quand
tous ces développements sont finis, on n’est pas encore a 4 = 4 mais seulement
a = 3,56994567184... Que se passe-t-il ensuite ? Comme on le voit sur la fig-

1 T T T T

FIGURE 1.19 — Doublement de période

ure 1.20, les orbites ne semblent plus converger vers quoi que ce soit mais au con-
traire « remplisssent I’espace ». C’est ce que confirme le diagramme de bifurcation
(Fig. 1.21) : pour u > 3,56994567184..., on ne voit plus de cycles qui attireraient
les orbites, les points semblent dispersés quasi aléatoirement — quand bien méme
le processus est déterministe puisqu’il consiste a itérer F. Ce comportement est
appelé chaos. Si I’on regarde de plus pres, on peut déceler une structure dans la
partie chaotique du diagramme du bifurcation (Fig. 1.22). Tout d’abord, il sem-
ble qu’il y ait certaines « éclaircies » ou le processus de doublement de période
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FIGURE 1.21 — Diagramme de bifurcation
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reprend. Ensuite, les points ne sont pas répartis de maniere uniforme : pour un y
fixé, la probabilité qu’un point se trouve en un endroit donné varie en fonction
de cet endroit. En fait, on peut caractériser le comportement asymptotique des
orbites non plus par une convergence vers un cycle mais par une distribution de
probabilité...

FIGURE 1.22 — Diagramme de bifurcation (zone chaotique)

I.2 Convergence des suites de nombres

I.2.1 Définition et propriétés

Dans I’introduction, nous nous sommes intéressés au comportement de cer-
taines suites en mettant I’accent sur leur convergence. A présent, nous voulons
formaliser ces différentes notions. Par exemple, comment définir rigoureusement
ce qu’est une suite de nombres, ou bien comment écrire précisément qu’une suite
converge vers un point ? Ce paragraphe répond a ce genre de questions.

Intuitivement, une suite est un ensemble de nombres placés dans un certain
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ordre, éventuellement avec des répétitions. L’idée étant d’étudier ce qui se passe
« plus loin », les suites seront infinies. Exemples :

(i) la suite constante de valeur ¢ : (¢),eny = (¢, c,c,...);
(i) (Xn)nen = (Mnen = (0, 1, 2, 3,...);
(i) (Vn)nz1 = (1/n)nz1=(1, 1/2, 1/3,...);
@) )iz = (V252) 5= (0. . 2. %2,

n2 > 162 25° 367" °°
(V) (Pn)n>1990 OU p, désigne la population de la Belgique recensée le premier

janvier de I’année n ;
(vi) les suites arithmétiques de raison a : (na+b),>pou b € R;
(vii) la suite géométrique de raison a : (a"),>0;
(viii) la suite de Fibonacci (f,)qen = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...) définie récursive-
ment par fo = fi =l et fyy1 = fu+ fu—1 pourn = 1.
Remarquons que pour construire une suite, il n’est pas nécessaire d’imposer que
tous les naturels soient utilisés comme indices. D’autre part, on n’impose aucun
procédé de construction, c’est-a-dire que le terme général ne doit pas nécessaire-
ment étre défini par une « formule » (voir ex. (v)). Mais, dans chaque exemple,
on note qu’une fois I'indice n donné, le nombre x,, (ou yj,...) qui lui est associé

est univoquement déterminé. En d’autres termes, a un n on peut associer x; sans

risque de confusion : n — x, est une fonction. Nous en arrivons a la définition :

Définition I.1. Une suite de réels est une application
I—>R:n—x, (1.6)

ot I =ng+N={ng,np+ 1,n9+2,...} pour un certain ny € N. Au lieu de (1.6),
on emploiera la notation (x,),c; C R, ou (x, : n € I) C R, ou encore, lorsque I est

connu d’apres le contexte, (x,) C R.

Dans le langage courant, « converger » signifie tendre vers un méme point.
Nous dirons qu’une suite (x,) C R converge vers un nombre a € R si x, se rap-
proche de a lorsque n devient grand. Cela signifie que, plus n est grand, plus les
¢léments x,, se stabilisent autour de a. Raffinons encore : une suite (x,) converge
vers a si la distance entre x,, et a peut étre rendue aussi petite que 1’on veut pour

autant que n soit grand. Comme le montre la figure .23, cela revient a demander
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Xng Xnop+1 :xn0+2 : Cll
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FIGURE 1.23 — Des ng correspondants a différents €

que, quelle que soit la distance € qu’on se donne, il y a toujours un indice ng a
partir duquel la distance entre x,, et a sera inférieure a €. Bien entendu, I’indice
no sera en général d’autant plus grand que € sera petit. Nous aboutissons a la
définition :

Définition L.2. Soient (x,),c; C R et a € R. On dit que la suite (x,),e; converge

vers a si !l

VeeR:e>0,dnyeN, Vnel, n=ny = |x,—al <e. 1.7

Dans ce cas, on note « x, — a lorsque n — +o0 » ou « x, —— a » ou simplement

« X, — a » s’il est clair quel est I'indice de la suite.

Le nombre a est appelé une limite de (x,).
Une suite peut-elle avoir plusieurs limites ? Intuitivement la réponse est non
car les éléments x, devraient €tre aussi proches qu’on veut de nombres différents,

ce qui est impossible. Nous avons :

Proposition 1.3. Soient (x,;)nc; CR et a,b € R. Si x, —=> a et X, —=> b, alors
a=nb.

11. Que se passe-t-il si € = 0?7 Les quatre définitions suivantes sont-elles équivalentes a (I1.7) ?

Ve >0, Jng, Vn > no, |x,—a| < €; Ve >0, dng, Vn = ng, |x,—a| < &€;
Ve >0, Jng, Vn = no, |x,—a| < €; Ve >0, Jng, Vn > no, |x, —al < 2e.
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Démonstration. Supposons au contraire que a = b et obtenons une contradiction.

Prenons, dans (1.7), € = |a — b|/3. Nous avons 2 :

dng, Vnel, n>=ng=|x,—al<E¢, (1.8)
= <e

|
Jng, Vnel, n>ny=|x,—b|<e. (1.9)

Soit n € I tel que n > max{ng,n;} (pourquoi un tel n existe-t-il ?). Les formules
(1.8) et (1.9) impliquent que

|x, —al <€ et |x, —b| < €.
Deés lors, nous avons

la—b| = |a—xn+x,—b| < |a—x,|+|b—x,| < 2¢

%|a—b|.

On en déduit que |a — b| = 0, c’est-a-dire que a = b, ce qui contredit notre hy-
pothese. [

Remarque 1.4. Choisir 0 < € < |a — b|/2 était suffisant (vérifiez le !).
L'unicité de la limite montre que, lorsque (x,) converge, sa limite a est un
nombre bien défini. Dans ce cas, on peut utiliser la notation :

a =: lim x,,.
n—oo

Exemples I.5. (i) La suite (x,),cn définie par x, = a pour toutn € Noua € R
(c’est la suite constante) converge vers a, ¢’est-a-dire lim,_,..a = a. En effet, soit
€ > 0. Il s’agit de trouver un ng tel que, si n > ng, alors on a |a —a| < €, ce qui
est équivalent a 0 < €. Cette derniere condition étant toujours satisfaite, n’importe
quelle valeur pour ng convient. Donc la suite constante, de constante a, converge
Vers a.

(ii) Montrons que lim,_. 1/n=0.

Pour d’abord se convaincre du résultat, on peut visualiser la suite (1/n),>
graphiquement, soit en plagant les éléments sur la droite réelle (Fig. 1.24), soit en
mettant en abscisses les valeurs de n et en ordonnées les valeurs prises par 1/n
(Fig. 1.25). Utilisons maintenant la définition. Fixons nous un € > 0 (arbitraire)
et cherchons un ng tel que, si n > ng, alors |1/n— 0| < g, c’est-a-dire |1/n| < &,

12. Remarquons que a # b implique € > 0.
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ou encore n > 1/€. Prenons ng = [1/€] ou [1/€] est le plus petit entier supérieur
ou égal a 1/e. Alors, n > ng implique que |1/n| < € (faites les détails!). Par
conséquent, on a lim, . 1/n=0.

(iii) Soit (x,),en la suite définie par x, = (—1)". On a (x,)eny = (1,—1,1,...).
On voit graphiquement que cette suite ne converge pas (Fig. 1.26). En effet, les
éléments x, ne s’approchent d’aucun nombre. Comment montrer cela a partir de
la définition ? Cela semble un peu plus difficile que dans les exemples précédents
car il faut montrer que (I.7) n’est satisfait pour aucun a. Autrement dit, il faut voir

que, pour tout a, (I1.7) est faux, c’est-a-dire
de >0, Vng, In > ng, |x,—al> €.

Soit a € R. Choisissons € = 1/2. Soit ny € N. 1l faut trouver un n > ngy tel que
|(—1)"—a| > 1/2.Sia <0, prenons un n > ng pair ; nous avons |l —a|=1—a >
1>1/2.Sia >0, prenons n > ng impair ; on obtient | -1 —a|=a+1>1>1/2.

Donc la suite ne converge pas. On dit qu’elle diverge. Nous reviendrons sur
cette suite quand nous aborderons la notion de sous-suite. Nous verrons alors un

argument tres simple permettant de déduire que la suite diverge.

Afin de ne pas avoir a utiliser la définition continuellement, établissons des
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FIGURE 1.26 — Divergence de ((—1)": n € N)

regles de calcul pour les limites de suites. Pour cela, nous devons préalablement

définir les opérations sur les suites.

Définition 1.6. Soient (x;),cs et (yu)nes deux suitesde Ret & € R.Ona:

(xn)nel + (yn)nej = (xn +}’n)nEIﬂJ
a(xn)nel = (axn)nel

L’ensemble des suites réelles muni de cette addition et cette multiplication
scalaire est un espace vectoriel (vérifiez le !). L’ élément neutre pour I’addition est
la suite (0),cn = (0,0,0,...).

De maniere similaire on peut définir la suite des produits et la suite des quo-
tients de (x,,)ner et (yn)nes comme respectivement (x, -y, :n € INJ) et (x,/yy :
nelnJ, y, #0). Remarquons que la suite des quotients ne mérite son nom que
siINJN{n:y, #0} D no+N, c’est-a-dire si

dng, Vn > ng, y, #0 (I1.10)

auquel cas la suite est correctement définie par (x,/y, : n € INJN (n§+N)) ol
n, est le plus petit des ng tels que (I.10) est vérifié.
Voyons maintenant comment se comporte la limite sous ces opérations arith-

métiques.

Proposition L7. Soient (xy)ner et (Yn)nes deux suites de R telles que x, —=> a
et yn ~—== b pour certains a,b € R. Alors x,, +y, P a+betx, y, —= a-b.
En particulier cx, — ca pour tout ¢ € R. Si, de plus b # 0, alors x,/y, — a/b.
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Démonstration. (i) Prouvons d’abord que x, +y, — a+b.
Soit € > 0. Il faut montrer qu’on peut trouver un ny € N tel que, pour tout
n > ng, on a |x, +y, — (a+b)| < €. Par définition de la convergence de (x,) et

Yn), 0N a

Ve, >0, Iny, Vn>ny, |x,—a
=

< g (L11)
VSZ > O, E|n2, Vn <

|
na,  |yn—bl < & (1.12)

Choisissons ng := max{n,n, } ; on déduit que pour tout n > ng, on a |x, —a| < /2

et [y, —b| < €/2. Dés lors, pour tout n > ng, on a
|Xp+yn—(a+b)|=|xn—a+yn—b| <|xy—a|+|y.—b|<e/2+€/2=¢.

C’est ce qu’il fallait démontrer.
(i) Pour montrer que x,y, — ab, la preuve est identique mais, cette fois, on
choisit & > 0 et & > 0 tels que

|ble; < g/2 et (e1+ |a|)e < €/2.
(Vérifiez que c’est toujours possible !) Des lors, pour tout n > ng, on a

|Xnyn — ab| = |xpyn — Xub + x,b — ab| = |x,(y, — b) + b(x, — a))|
< Jxul[yn — b| + 1B |xn — a| < (&1 +al)ex +|ble;
<eg/2+e/2=¢

ou I’inégalité |x,| < & + |a| découle de |x,| < |x, —a| + |a].
Le cas particulier cx;,, — ca du point précédent avec pour (y;,) la suite constante

de valeur c.

(iii) Pour prouver la derniere partie, nous allons montrer que si b # 0, alors
1/y, — 1/b. Par le point précédent, nous aurons x, /y, = x, - 1/y, — a/b. Cepen-
dant, il faut étre prudent car on doit étre sir que (1/y, :n € J, n > n*) est bien

une suite pour un certain n* € N, c’est-a-dire que y, # 0 pour n > n*. En utilisant
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(I.12) avec & = |b|/2 > 0, on obtient ’existence d’un n* tel que |y, —b| < |b|/2
pour n > n*. On en déduit que —|b|/2 < |y,| — |b| < |b|/2, d’00 0 < |b]/2 < |y,
pour n > n*. En choisissant & dans (I.12) tel que 2&,/|b|> < &, on obtient

11 byl _e-2

;
Yo bLfwllbl T Bl T

D’ou la these. ]

Les conclusions de cette proposition peuvent se réécrire avec la notation

« lim » introduite ci-dessus :

lim (x, +y,) = lim x,, + lim y,
n—soo n—eo n—soo
lim (x = lim x,, - lim
n—>oo( nyn) n—soo " n—>ooyn
X, lim, e Xy,

n—eo Yy limy e Yy

Insistons sur le fait que ces formules sont valables sous I’hypothese que les limites
figurant dans les membres de droite existent. Par exemple, il ne faut pas conclure
du fait que la limite de la suite (x,,) = (n) n’existe pas que celle de la suite (x,y,)
avec (y,) = (1/n) n’existe pas non plus !

La propostion 1.7 nous impose de connaitre la limite des différents termes
d’une expression algébrique pour déterminer la limite de celle-ci. Ce n’est pas
toujours possible ni d’ailleurs souhaitable. Par exemple, pour la suite x,, = % sinn,
vuque —1 <sinn < 1,ona —1/n < x, < 1/n et donc intuitivement la suite doit
tendre vers zéro comme les bornes supérieures et inférieures 1’indiquent. Cepen-
dant, 1a proposition 1.7 ne peut étre utilisée pour le justifier car on ne connait pas '3
la limite de la suite (sinn),cn. Les deux résultats suivants vont nous apporter une

solution a ce probleme.

Proposition L.8. Soit (x,),c; C R et a € R. L’équivalence suivante est vraie :

Xp——ra & |xp—al —z0.

Démonstration. 11 suffit d’écrire les définitions correspondant a x, — a et |x, —

al — 0 et de voir qu’elles sont identiques. O

13. Et pour cause puisqu’elle n’existe pas — bien que ce ne soit pas si facile a justifier...
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Proposition 1.9. Soient (x,)necr, (Vn)nes et (zn)nek trois suites de nombres réels
telles que
VnelNJNK, x, <y, <z (1.13)

Si x, — a et 7, — a pour un certain a € R, alors y, — a.

Démonstration. Soit € > 0. Il faut trouver un ng € N tel que, si n > ng, alors

lyn — a| < €. Les hypotheses x, — a et z, — a impliquent respectivement que

dny, Vn>ny, |x,—al <€ et dny, Vn > ny, |z, —a| < €.

Choisissons ng := max{ny,ny }. Soit n > ng. De |x,, —a| < € et |z, —a| < €, on tire
respectivement que —€ < x, —aetz, —a < €. Deslors, — € <x,—a<y,—a<
zn—a < getdonc —€ <y, —a < g, c’est-a-dire |y, —a| < €. O

Remarque 1.10. On peut affaiblir un peu (I.13) en le remplagant par
dn*eN, VnelInNJNK, n>n"=x, <y, <z

11 suffit de modifier la preuve en prenant ngy := max{n;,np,n*}.

La combinaison suivante de ces deux résultats est la plus utilisée.

Corollaire I.11 (Convergence dominée). Soient (x,)ncr, (Yn)nes deux suites de

nombres réels et a € R tels que
Vnelnd, |x,—a|l<yn
Siy, — 0, alors x, — a.

Nous pouvons maintenant traiter le cas de la suite (%sinn)@l. En effet,

puisque 0 < |%sinn| < 1/n et que 1/n — 0, la proposition 1.9 implique que

|%sinn| — 0 et alors la propostion 1.8 avec a = 0 nous dit que %sinn — 0.

Exemple 1.12. Montrons que, si |a| < 1, alors @” —— 0. Pour commencer re-
marquons que grice a la proposition 1.8, il suffit de montrer que |a"| = |a|" — 0
et que donc nous pouvons sans perte de généralité supposer a > 0. Puisque a < 1,
1/a > 1 et nous pouvons écrire 1/a = 1 + o pour un certain o € |0, +oo|. Il est
facile (faites-le !) de prouver par récurrence que

VvneN, (1+a)">1+na.
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Ainsi donc,

0<d" = ! < ! <L—ll—>0
S0 (4a) T l4no T no an "

et la propostion 1.9 nous permet de conclure.

Exemple 1.13. Nous pouvons des a présent répondre aux questions de I’introduc-
tion qui concernent les limites des suites (1/341/9+---+1/3"),ey et (1/2—
1/4+1/8—1/16+---+ (_1/2)n)n6N' En effet, ces suites sont du type (r+ 1> +
-+« 4 r'"),en pour un certain r € R. Une preuve simple par récurrence (faites la !)

montre que
) r— rn+1
VneN, r+r —I—---—I—r”zl—
—r
Si |r] < 1 (comme c’est le cas pour les exemples ci-dessus), on vient de prouver
n+1

que "7 — 0. Des lors, I'usage répété de la proposition 1.7 (voyez-vous com-

ment ?) nous permet de conclure que

rbr e

n—eot | _p’

Remarquez que le résultat pour » = 1/2 qu’on avait trouvé graphiquement dans

I’introduction est ici retrouvé comme cas particulier.

I.2.2 Limites d’inégalités

Nous avons vu précédemment des criteres suffisants de convergence ou les
inégalités étaient essentielles. On peut aussi se poser la question de savoir si une
inégalité entre deux suites convergentes subsiste a la limite. C’est le cas pour les
inégalités larges comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.14. Soient (x,)uer et (yn)nes deux suites de nombres réels con-

vergeant vers a et b respectivement. Si
Vne]ﬂ], Xngyn)
alors a < b.

Démonstration. Supposons au contraire que a > b et déduisons en une contra-
diction. En prenant € = 1(a —b) > 0 dans les définitions de x,, — a et y, — b,
on a

Iny, Vn=>ny, |x,—al <€ et dny, Yn = ny, |y, —b| < €.
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Prenons n := max{ny,n, }. Puisque n > n| (resp. n > ny), nous avons en particulier
que x, —a = —¢€ (resp. y, — b < €). Des lors, en tenant compte du fait que le €

choisi implique que a —€ > b+ ¢€,0na
Xp=a—€>b+€e>y,

ce qui contredit I’hypothese que x, <y, pour tout n. 0

Si on prend pour (x,) (resp. (y,)) la suite constante de valeur ¢, on obtient

immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.15. Soit (x,),cs une suite convergeante de nombres réels et c € R. Si,

pour tout n € I, x, < c (reps. x,, = c), alors lim,, X, < ¢ (resp. im0 X, = C).

Notez que la proposition I.14 devient fausse si on remplace les inégalités larges
par des inégalités strictes, ¢’est-a-dire si on espere déduire a < b du fait que x, <y,
pour tout n. En effet, 0 < 1/n quel que soit n > 1 et pourtant 0 = lim,,_,. 1 /n. Tout
ce qu’on peut déduire de x,, < y, (qui est un cas particulier de x, < y,), c’est que

a < b. Ceci est illustré par la figure 1.27.

< 1 1
0¢== 2 3 1/2 1
- = — - o

FIGURE 1.27 — Non préservation des inégalités strictes

Ces résultats nous seront tres utiles par la suite pour obtenir des propriétés sur
les limites de suites vérifiant certaines inégalités. Ils nous permettent aussi d’ex-
clure a priori certaines limites. Par exemple, la suite ((— 1 )”) 1cn N peut converger
vers 2 puisque (—1)" < 1 pour tout n. Cela n’implique cependant pas que la limite
de (—1)" n’existe pas — seulement que, si elle existait, elle ne pourrait valoir 2.
La section suivante va nous donner des outils efficaces pour montrer qu’une suite

ne converge pas (c’est-a-dire ne converge vers aucune limite).

I.2.3 Sous-suites

Examinons plus en détail la suite (x,) = ((—1)”)n < dont on a vu (page 24)
qu’elle ne convergeait pas. D’apres la figure .26, on a envie de dire que les limites
de la suite sont 41 et —1. Dire cela cependant est malheureux car on sait que la
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limite est unique... En fait, si on y regarde de plus pres, ce n’est pas la suite (x,) qui
converge mais des parties de celle-ci : les nombres d’indices pairs x,, convergent
vers 1 tandis que ceux d’indices impairs x,,41 convergent vers —1. Les suites
(x2n)nenN €t (X2n+1)nen sont des exemples de ce qu’on appelle des sous-suites.
Essayons maintenant de définir cette notion avec plus de précision.

Comme on vient de le voir, une sous-suite consiste a choisir certains éléments
de la suite de départ. Pas n’importe comment cependant. En effet, si on part de
la suite (x,),>1 = (1/n),>1, on pourrait vouloir choisir uniquement I’élément x;
pour former la suite constante (x1),eny = (1,1,1,...). Cependant, ce qui nous in-
téresse ici est que les limites des sous-suites, lorsqu’elles existent, disent quelque
chose sur la limite éventuelle de la suite de départ. Il faut donc une maniere d’-
exprimer que les éléments choisis disent quelque chose sur la « fin » de celle-ci.
Choisir des éléments dans une suite (x,),cs revient a sélectionner des indices n.
Supposons que 1’on ait décidé de prendre les indices ng,ni,nz,... si bien que
la nouvelle suite formée soit (xy, )xen. Pour que (x,, )ren parle de la « fin » de
(xn)ner, il faut avoir sélectionné des éléments d’indices assez grands ou, plus pré-
cisément, il faut que les n; deviennent de plus en plus grands. Pour voir cette
propriété, nous allons imposer ' que la suite des n; soit strictement croissante.

Graphiquement, cela donne

(Xn)neNi X0 X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X10 X11 X12..-.

(X ) keN: Xy Xy Xy Xy Xy

Ces considérations menent a la définition suivante ou la fonction k — ny est ap-
pelée ¢.

Définition 1.16. Soient (x,),e; et (x),)mes deux suites. On dit que (x],)ucs €st une
sous-suite de (x,)ne; Sl existe une fonction strictement croissante ¢ : J — I telle
que, pour tout m € J, x,, = Xo(m)- On emploie la (I’abus de) notation (X}, )mes C

(xn)nel'

Remarquez que cette définition insiste sur le fait qu’une sous-suite est elle-
méme une suite. Rappelons qu’une fonction ¢ : J — I est strictement croissante si
Vmy,my € J, my <my = @(m;) < ¢(my). Ici, puisque J est de la forme {mq, my+

14. C’est en effet plus restrictif que les idées intuitives qui préceédent. Celles-ci se traduisent
exactement i ——— +-oe.
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1,my+2,mo+3,...} pour un certain mg € N, il faut et il suffit de vérifier (voyez-
vous pourquoi ?) que Vm € J, ¢(m) < ¢(m+1).
Les sous-suites ont la propriété intéressante suivante.

Proposition L.17. Soit (x),) ey une sous-suite de (x,)ner. Si (Xy)ner converge vers

a, alors (X)) mey aussi.

On peut reformuler cette propriété en disant que, si une suite converge, toutes

ses sous-suites convergent vers la méme limite.

Démonstration. Par définition de sous-suite, il existe une fonction strictement
croissante @ : J — I telle que Vm € J, x,, = X¢(m)- Nous savons que [ = {ne
N:n>no}etJ={meN:m>my} pour certains ng,my € N. Commencgons par
montrer que

VmeN, @(m+my) > m+no. (1.14)

Faisons le par récurrence. Pour m = 0, il est évident que @(mg) > ng puisque
@(mp) € I. Prouvons le maintenant pour m + 1 en supposant que ce soit vrai
pour m. En utilisant la croissance stricte de ¢, on obtient @(m—+1+mg) > @(m+
mp) = m+ng et donc que @(m+ 1 +mg) = m+ng+ 1 comme désiré.
Supposons maintenant que x, — a et prouvons que x,, — a, ¢’est-a-dire que
Ve >0, Im; € N, Vm > my, |x,, —a| < €. Soit € > 0. Par définition de x, — a
avec ce €, on obtient
dny, Vn>ny, |x, —al < e. (1.15)

Choisissons mj := max{n; —ng,0} +mo € N. Si m > my, m —mgy € N et (1.14)
impliquent que @(m) = @(m —mo+mgy) = m—mo+ny > n; et donc, au vu de
(1.15), on a |x;, — a| = |xg(m) —al < €. O

Grace a ce résultat, nous pouvons donner une preuve simple de la divergence
de (x)pen = ((—1)”)n€N. En effet, les sous-suites (X2, )nen €t (X2,+1)nen (2 quels
¢ correspondent-elles ?) sont les suites constantes (1),en et (—1),en et donc con-
vergent vers 1 et — 1 respectivement. En conséquence (x;) ne peut converger, sinon
les limites des deux sous-suites seraient égales.

Notons que la réciproque de la proposition I.17 est vraie : si toute sous-suite
converge vers la méme limite, alors la suite de départ converge vers cette limite.
Nous allons en fait prouver une équivalence un peu plus forte qui est plus utile

dans la pratique.
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Proposition L.18. Soit (x,),c; une suite de nombres réels et a € R. On a I’équiv-
alence suivante : x,, — a si et seulement si, de toute sous-suite de (x,)necr, on peut

extraire une Sous-sous-suite qul converge vers da.

Notez que la limite des sous-sous-suites est a et est donc indépendante de
celles-ci.

Démonstration. Condition nécessaire : 1l suffit de montrer qu’une sous-sous-
suite de (x,) est une sous-suite de (x,) car on peut alors appliquer la propo-
sition 1.17. Soit (x),)mes € (Xn)ner et (x)pek  (x),)mes. 11 faut montrer que
(x5)pek C (Xn)ner. Par définition, il existe des applications strictement croissantes
¢:J—lety:K —Jtelles que

VmeJ, x,'n:x(p(m) et Vp eK, xgzxw(p).

Des lors, il s’ensuit que

VP €K, X, = Xop(y(p) = Xpo(p)
et il reste a montrer que @ o ¥ : K — [ est strictement croissante. Il s’agit d’un
exercice (facile) laissé au lecteur.
Condition suffisante : Supposons au contraire que x, /4 a et obtenons une
contradiction. On sait que / = {n € N : n > ng} pour un certain ng € N. En niant

la définition de x,, — a, on a
Je>0,Vn; €N, In>ny, |x,—a| > €. (1.16)

Posons v, := max{ng,n; }. On sait que |xy, —a| > €. En utilisant (I.16) avec n; =
Vo + 1, on déduit I’existence d’un v; > vy tel que |xy, — 1| > €. En répétant cette
opération, on a I’existence d’une suite vo < v; < vo < v3 < --- telle que |xy, —a| >
€ pour tout k € N. Puisque (V) est une suite strictement croissante, (xy, )nen est
une sous-suite de (x,). Par hypothese, il existe une sous-suite (x,)mes C (X, )keN
qui converge vers a. Donc |x], —a| — 0. Comme d’autre part, chaque x/, est un

Xy, pour un certain k, on a
/
VmelJ, |x,—al>e.

La proposition .14 nous permet de passer a la limite sur cette inégalité, ce qui
donne
0= lim|x, —a| > ¢.
lim |1, —a| >
Ceci contredit la stricte positivité de €. ]
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I.3 Limites au sens large

Nous nous sommes intéressés précédemment a la convergence d’une suite vers
un nombre réel. Il y a cependant d’autres situations ou 1’on a envie de parler de
convergence. Par exemple, la suite (x,),cny = (1), finit par dépasser n’importe
quel nombre réel pour n suffisament grand, ce qui peut €tre interprété comme
le fait que la suite se rapproche de +oo. Cependant la définition 1.2 ne peut étre
utilisée dans ce cas car elle implique que la suite est bornée.

Proposition 1.19. Soit (x,),c; une suite de nombres réels. Si (x,)ne; converge

vers un réel a alors (x,),cr est bornée, c’est-a-dire 3p € R, Vn € I, |x,| < p.
Démonstration. En prenant € = 1 dans la définition de x,, — a, on a
dng €N, Vn > ng, |x, —a| < 1. 1.17)

Posons p := max{1+|al|,|x,| :n €1, n <np}. Soit n € I. Si n < ny, clairement
Ixq| < p. Sin>=np, (IL17) implique que |x,| = |x, —a+a| < |x, —a| + |a| <
1+ |a|] < p. Dans tous les cas, on a bien |x,| < p. O

Par conséquent, il faut donner une nouvelle définition pour exprimer qu’une
suite se rapproche de +oo. Les idées sont les mémes que pour la convergence vers

un réel a sauf que « se rapprocher de a » est remplacé par « devenir grand ».
Définition 1.20. Soit (x,),c; C R. On dit que (x,),es converge vers +oo si
VpeR, dnpeN, Vnel, n=2ny=x,=2p

ce qu’on note x, ———> +o°. Pour la convergence vers —oo, on remplace x, > p par
Xn < P.

Remarquez que si une suite converge vers +oo ou —oo, elle est nécessairement
non-bornée. Il n’y a donc pas de conflit avec la définition 1.2 et la propriété d’u-
nicité de la limite subsiste. On peut donc sans risque de confusion employer la
notation « lim ».

Pour insister sur le fait qu’on accepte o0 comme limites, on dira qu’une suite
converge au sens large si elle converge vers un nombre réel, vers 4o ou vers —oo

et qu’elle converge ou converge au sens strict si elle converge vers un nombre
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réel (mais pas vers to0). Dans la pratique, il arrive qu’on emploie le verbe « con-
verger » au lieu de I’expression « converger au sens large », le contexte permettant
de le comprendre. Dans ces notes cependant, nous nous efforcerons de ne pas faire
usage de cet abus.

Puisque nous venons d’étendre la notion de convergence, il serait bon de
passer en revue les diverses propriétés que nous avons vues précédemment et
de voir comment elles s’adaptent. Commengons par les analogues des proposi-

tions 1.7 et I.9. Nous aurons besoin pour cela du concept suivant.

Définition L.21. Soit (x,),c; € R. On dit que (x,)qer est majorée ou bornée
supérieurement (resp. minorée ou bornée inférieurement) s’il existe un R € R tel
que, pour tout n € I, x,, < R (resp. x, = R). Un tel R est appelé un majorant ou une

borne supérieure (resp. un minorant ou une borne inférieure) de (x,)ner-
Proposition 1.22. Soit (x,)ner et (yn)nes deux suites de nombres réels.
(i) Six, — —4ooety, — +oo, alors x, +y, — +oo.

(ii) Six, — +oo et (y,) est bornée inférieurement, alors x,, + y, — ~+co.

(iii) Si x, — +oo et 3 > 0, In* € N, Vn > n*, y, > € (en particulier si (y,)

converge au sens large et limy, > 0), alors x,)y,, — +oo.

(iv) Six, — +oo et 3 >0, In* € N, Vn > n*, y, < —& (en particulier si (yy)

converge au sens large et limy, < 0), alors x,y, — —oo.

Ces quatres propriétés restent vraies si on échange « +oo » et « —oo » et remplace

« bornée inférieurement » par « bornée supérieurement ».
(v) Six, — +oo ou x, — —oo, alors 1/x, — 0.

(vi) Six, —0etIn* €N, Vn>n*, x, >0 (resp. x, <0) alors 1 /x, — +oo (resp.
1/x, — —oo).

Proposition 1.23. Soit (x,)nes et (yn)nes deux suites de nombres réels. Si x, — ~+oo
(resp. x, — —o) et

VnelnJ, x,<yn(resp.x, > yn)

alors y, — +oo (resp. y, — —oo).
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Démonstration de la proposition 1.23. 11 faut prouver que Vp € R, Jdng, Vn > ny,
yn = p. Soit p € R. Par définition de x, — 40 avec ce p, on déduit qu’il existe
un n; € N tel que

Vn>ny, x,=p. (1.18)

Prenons ng :=ny. Soit n > ny. De (I.18), on déduit que y, > x, > p comme désiré.
O

Démonstration de la proposition 1.22. (i) Montrons que si y,, — oo alors (y,)
est bornée inférieurement — il suffira alors d’établir (ii). Par définition de y, —
~+o0 avec p = 0, on obtient I’existence d’un ny € N tel que

Vn)”o, Yn = 0.

Des lors, en prenant R := min{0,y, :n €J, n <ng}, on obtient que Vn € J, y, > R.
(ii) Le fait que (y,) soit bornée inférieurement dit que IR € R, Vn € J, R < y,,.
Des lors x, +y, = x, + R pour tout n. Il est facile de prouver x,, + R — oo (faites-
le!). Donc x, +y,, — +o0 en vertu de la proposition 1.23.
(ii1) II faut prouver que Vp € R, dng € N, Vn > ng, x,y, = p. Soit p € R. De la
définition de x,, — oo, il vient que

Iny €N, Vn>ny, x,>p/e.

Prenons ng := max{n;,n*}. Si n > ng, on a que x, > p/€ ety, > € > 0 et donc
que x,y, = (p/€)€ = p comme désiré.

(iv) Laissé au lecteur.
Pour I’échange de « +o0 » et « —oo », il suffit de remarquer que x, — +o &

_x” _> —00,

(v) Supposons que x, — oo —1’autre cas €tant similaire. Nous devons montrer
que Ve >0, 3ng, Vn = ng, |1/x,| < €. Soit € > 0. Par définition de x,, — +oo avec
p = 1/¢€, on sait qu’il existe un n; € N tel que

vn}nl? xn)p

Prenons ng :=n;. Sin > ng,onaquex, > p >0d ouil vientque 1 /x, < 1/p =€.
(vi) Nous ne ferons que le cas x, > 0 — l'autre étant analogue. Nous devons
vérifier que Vp € R, Jng, Yn > ng, 1/x, > p. Soit p € R. Si p <0, il suffit de
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prendre ng := n* car alors, pour tout n > ng, 1 /x, > 0> p. Si p > 0, nous utilisons
la définition de x,, — 0 avec € = 1 /p > 0 pour obtenir

dny, Vn > ny, |x,| < €.

Prenons ng := max{n;,n*}. Si n > ng, on a x, > 0 et donc |x,| < € implique que
1/xp,=1/|x,| > 1/ =p. O

Comme d’habitude, il est intéressant de considérer les suites constantes : les

points (ii) et (iii) de la proposition 1.22 impliquent respectivement que, si ¢ € R,

Xp — +o0o =Xy +C— Fo0 Xp —> —0 =Xy +C— —o0

+oo sic>0 — sic>0
Xy — oo = cx,; — . Xy — —0 = CX;; — .

—oo 81c <0 4o sic<0

C’est cette proposition aussi qui motive les regles de calcul sur les infinis. Par
exemple, on pose (+oo) + (+o0) = o0 parce que (i) est vrai pour n’importe quelles
suites. On justifie (ne restez pas les bras croisés...) de la méme maniere les regles

suivantes :

() + (hom) = oo, () 4 (—o0) = =,
Ve € R, 4ot =400 et —oodc= —oo,
(+ee) (oe) = (—oo) (—o0) = oo, (oe) (=) = (~o0) (o0) = o0
Ve>0,  c(+o0) =400 et c(—00)=—oo,
Ve <0, c(4o0) = —oo et ¢(—00) = Hco.

Certaines opérations ne sont pas définies parce qu’on n’a pas de raison de leur
attribuer une valeur plut6t qu’une autre. Par exemple, pour 0(+e0), on peut trouver
des suites (x,) et (y,) telles que x, — 0, y, — +oo et limx,y, peut valoir n’importe
quel réel, +o0, —co, ou méme peut ne pas exister. Donnons des exemples de suites
pour ces quatres cas :

msiceR x,:=¢c/n—0,y,:=n— +eoetx,y, =c—c;

m X, i=1/n—0,y,:=n> = fooet Xy, =n — +oo;

m X, = —1/n—0,y,:=n* = fooetx,y, = —n — —oo;

mx,:=(—1)"/n—0,y, :=n— +e et x,y, = (—1)" ne converge pas (méme

pas au sens large).
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De la méme maniere, les propriétés des limites ne permettent pas d’attribuer une
valeur & 0(—o0), (4-00) — (400, (F-00) 4 (—00), (—00) — (—00), F00/ 00, o0/ —
oo, —oo/ — oo qui sont par conséquent laissés indéterminés. (Pouvez-vous faire le
méme travail que pour 0(+-o0) : pour chaque opération, déterminer 1’ensemble des
limites possibles et donner un exemple de suite pour chacune d’entre elles ?)
Finissons notre passage en revue des propriétés vues pour la convergence
stricte et de leur adaptation a la convergence au sens large. La proposition 1.14
continue d’étre valable si les suites (x,) et (y,) convergent au sens large. Son in-
térét est cependant réduit pour des limites infinies. Enfin, les propositions 1.17
et [.18 restent vraies dans les cas a = +oo et a = —oo. Le lecteur s’en convaincra
facilement en reprenant les démonstrations et en remplacant € > 0 par p € R et

|x, —a| > € par x,, > p ou x, < p (selon le signe de a).

I.4 Pourquoi les nombres réels ?

Tous les criteres suffisants de convergence vus jusqu’a présent imposaient de
connaitre a priori la limite de la suite dont on veut prouver la convergence. En
effet, soit cette limite est connue a partir d’opérations algébriques sur d’autres
limites, soit on cherche a majorer |x, — a| ol a est la limite pressentie de la suite
(xp,). Cette section va développer des outils qui permettent de montrer la conver-
gence d’une suite sans avoir aucune idée de la valeur de sa limite. Les retombées

de cette exploration dévoileront la nature véritable des nombres réels.

[.4.1 Suites de Cauchy et complétion

Nous avons déja vu des criteres nécessaires de convergence qui ne faisaient
pas intervenir la valeur de la limite. La proposition 1.19 montre que toute suite
convergeante vers un réel doit étre bornée. Cependant, €tre borné est loin d’étre
une condition suffisante de convergence : la suite ((— 1 )”) ey estbornée par R = 1
mais elle ne converge pas. Essayons de trouver une condition nécessaire plus fine
— plus proche de la notion de convergence. Informellement, x, — a dit que les
éléments x,, se rapprochent de a. Mais, dans ce cas, ils doivent aussi €tre proches
les uns des autres ! Cette derniere propriété est tres importante et mene a la notion

suivante.
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Définition 1.24. Une suite (x,),c; C R est dite de Cauchy si
Ve >0, dngeN, Vmnel, (m >noAn = nyg = |x, — x| < 8).

La propriété des suites convergentes expliquée ci-dessus s’énonce alors com-

me suit.

Proposition 1.25. Soit (x,),c; une suite de nombres réels. Si (x,)ner converge

vers un nombre réel, alors (x,)ney est de Cauchy.
Démonstration. Appelons a € R la limite de (x;). La définition de x,, — a s’écrit
Ve >0, In; €N, Vn > ny, |x, —a| < €. (1.19)

Il faut montrer que (x,) est de Cauchy. Soit € > 0. En prenant £, = £/2 > 0 dans
(I1.19),0on a
dny €N, Vn>ny, |x, —al < €/2. (1.20)

Prenons ng := n;. Soit m et n deux naturels > ng. De (1.20) on tire que |x,, — a| <

€/2 et |x, —a| < €/2. Des lors, en utilisant I’inégalité triangulaire, on a
X — Xn| = [xm —a+a—x,| < |xp—a|+|xn—a| < g/2+€/2=¢. O

Intuitivement, on a envie de dire que I’inverse est vrai : si les éléments d’une
suite se rapprochent les uns des autres, ils doivent forcément aussi se rapprocher
d’un certain nombre a. Il faut cependant se méfier et essayer de valider son in-
tuition. Pour vous persuader que ce n’est peut-&tre pas aussi évident qu’il n’y
parait, montrons que ce n’est pas vrai si on travaille dans Q. On pourrait en ef-
fet se demander pourquoi on a choisi de travailler sur R. La définition de x, — a
et toutes les propriétés vues jusqua présent restent valables si on se restreint aux
suites (x,;) € Q et dont la limite a € Q. Ce qui n’est pas vrai est que si une suite
(xn)ner € Q est de Cauchy, alors elle converge vers un élément a € Q. Pour don-
ner un exemple de telle suite, considérons la méthode de Newton (cf. page 9) pour
calculer /2. Particularisée a ce cas, elle se réduit 2 définir la suite (Xn)neny € Q

par

X, 1
et xn+1=—"+—, n€N.
2 X

I
S}

X0
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Comme on peut le voir sur la figure 1.8 (page 9), la suite (x,) est strictement

décroissante et minorée par 1 :

VneN, x,11<xp, (I.21)
VneN, x,>1. (1.22)

Prouvons maintenant rigoureusement ces affirmations. En remplacant x| par sa

définition en fonction de x,, on voit que (I.21) est équivalent a
vneN, 2<x (1.23)

D’autre part, il est facile de prouver par récurrence (faites le!) que x;,, > 0 pour
tout n. Des lors, (1.23) implique que x2 > 2 > 1 et donc que x,, > 1. Il reste donc
a établir (1.23). Faisons le par récurrence. Pour n = 0, I’inégalité devient 2 < 4
ce qui est vrai. Supposons que 2 < x,% et montrons que 2 < x,% +1- En remplagant
Xn+1 par x,/2 4+ 1/x,, on trouve que xﬁ 41 > 2 est équivalent a (faites les calculs !)
(x2—2)% > 0 ce qui est vrai puisque, par hypothése de récurrence, x2 # 2.

Nous verrons a la section suivante (théoreme 1.30) que les propriétés (I1.21) et
(I.22) impliquent que la suite (x,) soit de Cauchy. Supposons que celle-ci con-
verge vers un €lément a. Bien sir on a alors aussi que x,,1 — a (pouvez-vous le

montrer ?). De plus, par les regles de calcul de la proposition 1.7, on a

. ) X, 1 a 1
g m(3e D) el o

On pouvait appliquer la régle concernant le quotient 1/x, car de (1.22) on déduit

que a > 1 et donc a # 0. On peut réécrire (1.24) sous la forme :
at=2.

Oril n’y a aucune solution a € Q a cette équation. 1> Cela montre bien que la suite
(x,) € Q ne peut converger vers un élément de Q.

L’avantage de I’exemple précédent est qu’il n’utilise que Q. Si on accepte
qu’on connait R, on peut donner un exemple qui est peut-étre plus facile a com-
prendre. Considérons a = /2 dont on vient de voir qu’il n’appartient pas 2 Q. On

15. Soit p/q € Q une solution, c’est-a-dire que p> = 2¢> avec p,q € Z. En simplifiant par 2
autant de fois que nécessaire la fraction p/g, on peut supposer que p ou g est impair. Mais p? = 2¢>
implique que p? et donc p est pair (faites les détails). Donc, p = 2r pour un r € Z et ¢*> = 2r°.
Mais alors g est aussi pair ce qui contredit le fait qu’un des deux devait &tre impair.
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peut regarder son écriture décimale :
a=v2=1414213562... = l,a_ja_»a_3...

otta_; €{0,...,9} est la ic décimale de v/2. La suite (x,),cn définie par

la_y...a_,
Xn = l,a_l...a,n: T EQ
(la_1...a_, représente le naturel dont les digits sont 1,a_1,...,a_,) converge
bien vers a puisque
1
|x” _a| = oon n—ee

(pouvez-vous justifier I’inégalité ?). Ainsi, la suite de rationnels (x,) — qui est
bien de Cauchy en vertu de la proposition 1.25 — tend vers a = v/2 ¢ Q.

Ces deux exemples montrent que les suites de Cauchy de QQ ne convergent pas
nécessairement dans () — en fait elles convergent dans R. Les espaces dont les
suites de Cauchy possedent une limite dans ce méme espace sont fondamentaux

en Analyse. Ils sont dit « complets ».

Définition 1.26. Un espace X est dit complet si toute suite de Cauchy dans X

converge vers un élément de X.

D’apres ce qui vient d’étre dit, (Q n’est pas complet. Par contre I’espace R 1’est

et c’est sa caractéristique essentielle par rapport a Q. Plus précisément :

Axiome 1.27. R est le plus petit espace complet qui contient Q. On dit que R est
le complété de Q.

a ce stade, il n’est pas clair qu’un tel « complété de Q » existe ni qu’il puisse
étre muni d’une structure de corps. Pour ceux qui sont intéressés, une construction
de R et la preuve de diverses propriétés sera donnée a la section §6. Pour les autres,
vous pouvez penser que R est essentiellement (Q auquel on a rajouté des éléments

pour « boucher les trous » afin que toutes les suites de Cauchy convergent.

I[.4.2 Suprémum, infinum et suites monotones

Nous allons maintenant tirer diverses conséquences du fait que R est complet.
Commencgons par définir clairement quelques notions.
Définition 1.28. Soit (x,),c; une suite de nombres réels. On dit que (x;),es est
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m croissante SiVn € I, x, 11 = X, ;

m décroissante siVn € I, x,1 < Xy ;

m monotone si elle est croissante ou décroisssante ;
m strictement croissante siVn € I, x, 11 > X, ;

m strictement décroissante siVn € I, x,11 < X ;

m strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroiss-

sante.

Revoyez aussi les définitions de suites majorée et minorée (definition 1.21).
Ces notions s’étendent de maniere naturelle aux ensembles. Faisons le explicite-

ment pour éviter toute confusion.

Définition 1.29. Un ensemble A C R est dit majoré ou borné supérieurement
(resp. minoré ou borné inférieurement) s’il existe un R € R tel que, pour touta € A,
a < R (resp. a > R). Un tel R est appelé un majorant ou une borne supérieure (resp.

un minorant ou une borne inférieure) de A.

Voici quelques exemples. La suite (1/n),>; (figure 1.28) est strictement dé-
croissante (donc aussi décroissante) puisque 1/(n+ 1) < 1/n pour tout n > 1.
Les suites constantes sont les seules suites a la fois croissantes et décroissantes.
Elles ne sont pas strictement monotones. La suite (x,),cn définie par x,, = [n/3]
(voir figure 1.29) est croissante mais pas strictement croissante. Elle n’est pas non
plus majorée car, quel que soit R € R, x,, > R pour n = max{3[R] +3,0} € N
(pouvez-vous faire les détails ?). La suite ((—1)”)n eN n’est pas monotone (2 for-
tiori pas strictement monotone) mais elle est bornée supérieurement et inférieure-
ment (donc bornée tout court). La suite (x,,),cn définie par x, = n/(25+n?) (voir
figure 1.30) n’est pas monotone mais sa sous-suite (X, ),>¢ est strictement décrois-
sante. Elle est minorée par zéro et majorée par 1/10.

Voici une premiere conséquence de la complétude de R sur les suites mono-

tones.

Théoreme 1.30. Soit (x,),er une suite de nombre réels. Si (xn)ner est croissante
et majorée (resp. décroissante et minorée), elle est de Cauchy. En particulier,

puisque R est complet, il existe un a € R tel que x,, — a.

Démonstration. Nous allons seulement faire le preuve dans le cas ol (x,) est

croissante et majorée — 1’autre cas étant similaire. Supposons par I’absurde que
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(xn) ne soit pas de Cauchy, c¢’est-a-dire que

Jde>0,Vng e N, Im,n>ng, |x,—xnu| > €.

Quitte a échanger m et n, on peut supposer que m > n (pouvez vous justifier
cette affirmation en détail en tenant compte des quantificateurs qui précedent ?).
Puisque la suite est croissante, cela implique que x,, > x,. Le fait que (x,) ne soit

pas de Cauchy se réécrit donc comme

de>0,VnpeN, dm>n>ng, xu,>x,+E€. 1.25)

On sait que I = {n € N : n > n;} pour un certain n; € N. En prenant ng := n; dans
(I1.25), on obtient I’existence de

Ho, Vo € I tels que

Mo = Vo et Xy, =Xy, +E.

En réutilisant (1.25) avec ng := U + 1, on déduit qu’il existe

Ui, vy €1 tels que M =Vvi> Uy et xy =Xy +E.

On continue de la méme maniere : a partir de

Wi, Vi € 1 tels que Me = Vi > W1 et xpy =Xy, +€ (1.26)

on déduit I’existence de U, Vx4 vérifiant les mémes propriétés simplement en
prenant ng := U + 1 dans (1.25).

Considérons la suite (xy, )ren (voit figure 1.31). La propriété (1.26) utilisée
pour k et k + 1 implique que Vi1 > H > Vi et xy, > xy, + €. En se rappelant que
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FIGURE 1.31 — Sous-suite d’une suite (x;,) non de Cauchy

(xp,) est croissante, on déduit Xy, = Xy,- Enrassemblant les €léments précédents

qui sont valables quel que soit k, on obtient que
VkeN, xy., =xy +E.
Une simple preuve par récurrence (faites la !) permet alors de conclure que
Vk e N, xy = xy,+ke. 1.27)

Rappelons maintenant que (x,) est bornée supérieurement, ¢’est-a-dire qu’il existe

un R € R tel que x,, < R pour tout n. En particulier,
VkeN, x, <R (1.28)

De (1.27) et (1.28), il vient que Vk € N, R > x,, + kg, c’est-a-dire que

R —Xxy,

VkeN, k<
€

ce qui est faux car il suffit de prendre k = [(R —xy,) /€] + 1. O

Grace a ce théoreme nous allons pouvoir généraliser I'idée de maximum et de

minimum. Rappelons d’abord ces notions.

Définition I.31. Soit A C R eta € R. On dit que a est le maximum (resp. minimum)
deAsiacAetsiVad €A, d <a(esp.Vad €A, d > a).

Notez que cette définition dit « le maximum ». En vérité, pour pouvoir em-
ployer le « le », il faudrait montrer ’unicité du maximum. Ceci est laissé au
lecteur. On note le maximum (resp. minimum) de A par maxA (resp. minA) quand
celui-ci existe.

Insistons sur le fait que le maximum de A doit étre un majorant de A (Va' €
A, d' < a) mais doit aussi appartenir 2 A. Par exemple, le maximum de |0, 1] est
1 car 1 €]0,1] et Vx € ]0,1], x < 1. Par contre, |0, 1] n’a pas de maximum. En
effet, si @ € ]0,1[ en était un, en prenant @’ = (1+a)/2 €]0,1[ on aurait @’ > a
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FIGURE 1.32 — Non existence du maximum

et on contredirait ainsi la maximalité de a (voir figure 1.32). On a peut-€tre envie
de dire que 1 est le maximum de ]0,1[ mais ce n’est pas le cas car 1 ¢ |0, 1].
1 est simplement un majorant de ]0,1[. Il y en a cependant beaucoup d’autres :
2,3,4,5,1.5,m,... sont aussi des majorants. Ce qui distingue 1 des autres c’est
que c’est le « meilleur » au sens ou c’est le plus petit de tous les majorants ou que
c’est le seul qui « colle » a I’ensemble.

Ce que nous venons de décrire sur cet exemple est I’idée de suprémum d’un

ensemble. Formalisons cette notion en toute généralité.

Définition 1.32. Soit A C R et a € R. On dit que a est le suprémum (resp. I’ infi-

mum) de A si a est le plus petit des majorants (resp. le plus grand des minorants).

Ecrivons a I’aide de formules quantifiées le fait que a soit le suprémum de A :
m amajore A :Vd €A, d <a;
m a est le plus petit des majorants : Vb € R, (Va' €A, d <b)=b>a.

On laisse au lecteur le soin de faire de méme avec la notion d’infimum.

De nouveau, nous avons utilisé I’article « le » qui exprime I’unicité. Donnons
une preuve de ce fait. Soient a; et a; deux suprémums de A. Puisque a> majore A et
que a; est le plus petit des majorants, on a a; < ap. De maniere analogue, a, < ay.
Donc a; = a, et ’unicité du suprémum est prouvée. La preuve est similaire pour

I’infimum. On note le suprémum (resp. I’infimum) d’un ensemble A par
SupA (resp. infA).

Il est facile de voir que supA = —inf(—A) ot —A désigne I’ensemble {—a:a € A}.
C’est pourquoi dans la suite nous ferons les démonstrations uniquement pour le
suprémum, les faits concernant I’infimum s’en déduisant grace a cette relation.
(Ce peut étre néanmoins un bon exercice que d’adapter les preuves données au
cas de I’'infimum.)

L’avantage du suprémum (resp. de I’infimum) vis a vis du maximum (resp. du
minimum) est que celui-ci existe toujours. C’est I’objet du théoreme 1.33 et des
définitions 1.36 et 1.38 ci-dessous.
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Théoreme 1.33. Soit A C R. Si A # O est borné supérieurement (resp. inférieure-

ment), alors le suprémum (resp. 'infinum) de A existe.

Nous ne ferons la démonstration que pour le suprémum — celle pour I’infi-
mum €étant similaire.

Afin de faciliter la preuve de ce théoreme, introduisons la notion de « max-
imum approximatif ». Si a € R est le maximum de A C R, c’est que a € A et
A C]—o0,al. L'idée de « maximum approximatif » est qu’on va garder la propriété
a € A mais on va seulement demander que A soit « approximativement recouvert »

par | —oo, a|. Plus précidément, on a

Définition 1.34. Soit A C R, a € Ret € > 0. On dit que a est un &-maximum de A
siacAetAC]—oo,a+egl.

Autrement dit, a € A et a + € est un majorant de A. Cela est illustré a la fig-

ure 1.33. Contrairement aux maximums, les €-maximums ne sont pas uniques.

= — | —4—

]_°°7a+8]

FIGURE 1.33 — e-maximum

Par exemple, pour |0,1[ et e <1, 1—¢/2, 1 —¢/3, 1 —¢/4,... sont tous des &-
maximums. En fait, si a est un e-maximum et @’ € A est plus grand que a, alors a’
est aussi un e-maximum. L’avantage des €-maximums par rapport aux maximums

est qu’il leur faut tres peu d’hypotheses pour exister.

Proposition 1.35. Soit A # & un sous-ensemble de R. Si A est borné supérieure-

ment alors, quel que soit € > 0, A possede (au moins) un €-maximum.

Démonstration. Soit € > 0. Procédons par I’absurde et supposons que A ne pos-
seéde aucun e-maximum. En niant la définition « Ja € A, a + € soit un majorant
de A », on obtient :

VacA,3d €A, d >a+e. (1.29)

Puisque A est non vide, on peut prendre (au hasard) un élément ag € A. En em-
ployant (1.29) avec a = ag, on déduit I’existence d’un a’ € A, que nous allons noter
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ayp, tel que a; > ap+ €. On peut de nouveau appliquer (1.29) avec a = a; pour avoir
I’existence d’un a, € A tel que a; > aj + €. En continuant de la sorte, on construit
une suite

(an)peny CA telleque VneN, ayp) >a,+e.

(Pouvez-vous expliciter la construction par récurrence qui se cache derriere ce
qu’on vient de dire ?) De cette propriété, on tire ais€ément par récurrence que

VneN, a, > ayg+ ne. (1.30)

Rappelons que A est borné supérieurement, c’est-a-dire qu’il existe un R € R tel
que Va € A, a < R. De (1.30), on déduit alors que

R—a
VneN, n< 0

ce qui est impossible — il suffit de prendre n = [(R —ag)/€] + 1 € N pour le
VOir. [

Revenons maintenant a la démonstration de la preuve de I’existence du supré-

mum.

Démonstration du théoréme 1.33. Nous allons construire une suite croissante d’€-
maximums qui vont converger vers le suprémum. Commencons avec € = 1. En

vertu de la proposition 1.35, il existe un
aj €A telque VacA, a<a;+1.

Si on utilise de nouveau la proposition .35 mais cette fois avec € = 1/2, on obtient
un a5 € A tel que @}, est un 1/2-maximum de A. Posons a; := max{ay,d}}. Claire-
ment a; € A— puisque a; et a5 appartiennent a A. De plus, comme ay > d}, a est
aussi un 1/2-maximum de A (vérifiez-le !). Par construction a; > a;. En répétant
I’argument, on construit un a3 € A tel que az > a et az est un 1/3-maximum de

A. En continuant de la sorte, on obtient une suite
(an)n=1 CA telleque Vn>=1, a,+1 > a,eta,estun 1/n-maximum de A

(voir aussi la figure 1.34). Comme la suite (a,) est croissante et qu’elle est ma-
jorée par une borne supérieure de A, le théoreme 1.30 dit qu’elle est de Cauchy et
donc qu’il existe un a* € R tel que a,, — a*. Nous allons montrer que A vérifie la

définition du suprémum de A.
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A supA
i Ce——
apt —a;+1
art : :a2+1/2

FIGURE 1.34 — Suite croissante (a,) convergeant vers le suprémum

m Pour tout a € A, a < a*.

Soit a € A. Puisque a, est un 1/n-maximum, on
aa<a,+1/npour tout n. Vu que a, — a* et 1/n — 0, les propositions 1.7
et [.14 impliquent que

: 1 *
a < lim (an—i-—) =a.
n—soo n

m Si b est un majorant de A, alors a* < b. Puisque a, € A et que b est un
majorant, il vient a,, < b. En passant a la limite, on en déduit a* = lim, . a, <
b. [

L’hypothése que A soit borné supérieurement est assez naturelle. Si ce n’est
pas le cas, il n’y a aucune chance pour que le suprémum tel que défini page 45
existe. En effet, supposons un instant que supA existe et montrons que, quel que
soit x € R, supA > x. Soit x € R. Puisque A n’est pas borné supérieurement, il
ne peut certainement pas étre borné par x, ce qui signifie qu’il existe un a € A
tel que x < a. Mais puisque, par définition, le suprémum est un majorant, on a
x < a < supA. En résumé, le suprémum d’un ensemble non-borné supérieurement
doit étre plus grand que tous les nombres réels (et par conséquent ne peut pas €tre
un nombre réel). Cela motive la définition suivante.

Définition 1.36. Si A C R est un ensemble qui n’est pas borné supérieurement

(resp. pas borné inférieurement), on pose supA = oo (resp. infA = —o0).

La seconde hypoth&se sur A dans le théoréme 1.33 est que A soit non-vide. A
I’instar de ce qu’on a fait ci-dessus pour A non-borné, est-il possible de donner une
valeur raisonnable a sup @ ? Pour le découvrir, intéressons nous au comportement

du suprémum vis a vis des opérations ensemblistes.
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Proposition 1.37. Soit A et B deux sous-ensembles de R. Les relations suivantes

sont vraies :

A C B = supA <supB A CB=infA > infB
sup(A UB) = max{supA,sup B} inf(AUB) = min{infA,inf B}
sup(A N B) < min{supA,supB} inf(ANB) > max{infA,inf B}

Démonstration. Comme d’habitude, nous ne donnerons des preuves que des rela-

tions concernant le suprémum — les autres étant similaires.

» Commencgons par montrer A C B = supA < sup B. Si supB = +oo, c’est évident.
On peut donc supposer supB < +oo. Puisque A C B, tout a € A appartient aussi a
B et, vu que sup B est un majorant de B, a < sup B. Donc sup B est un majorant de

A. Comme le suprémum est le plus petit des majorants, on a supA < supB.

» sup(AUB) = max{supA,supB}. Vu que A et B sont inclus 2 AU B, supA <
sup(AUB) et supB < sup(A UB) d’ou max{supA,supB} < sup(A UB). D autre
part, si x € AUB, x appartient a A auquel cas x < supA < max{supA,supB},
ou x appartient 2 B auquel cas x < supB < max{supA,supB}. Autrement dit,
max{supA,supB} est un majorant de AU B et la définition du suprémum implique
que sup(A UB) < max{supA,supB}.

= sup(ANB) < min{supA,supB}. Cela découle du premier point car AN B est
inclusaAetaB. O]

Remarquons que I’inégalité de la propriété d’intersection n’est en général pas
une égalité. Par exemple, si A = {1,2} et B={1,3}, onasup(ANB) = sup{l} =
1 < min{supA,supB} = min{2,3} = 2.

Revenons maintenant a la question de la valeur a attribuer a sup@. Nous
voudrions que la proposition précédente reste valable — c’est pourquoi nous
n’avons pas mis des restrictions du type A # & dans son énoncé. Soit r € R.
Comme @ C {r}, nous voudrions que sup @ < sup{r} = r. Etant donné que r est
quelconque, cela signifie que sup & doit €tre plus petit que n’importe quel réel —
et ne peut donc étre un réel. Au vu de ceci, il est naturel d’adopter la définition

suivante.

Définition 1.38. On pose sup @ = —oo et inf & = oo,
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Le lecteur est invité a vérifier que, griace a cette définition, les autres propriétés
de la propostion 1.37 sont vraies méme si A ou B est vide.

A ce moment, il est bon de répéter que le travail qu’on vient de faire nous
permet d’attribuer une valeur dans [—oco, +o0] & supA et infA pour un ensemble
arbitraire A C R. Nous avons vu que la complétude de R était une condition suft-
isante pour I’existence de supA et infA. En fait, elle est essentielle. Par exemple,
dans Q, le suprémum de {x € Q: < 2} n’existe pas.

Dans le discours qui précédait la définition de suprémum, nous avions noté
que le suprémum était le meilleur des majorants car il était le plus petit ou le seul

qui « collait » a I’ensemble. Explicitons cette seconde caractérisation.

Proposition 1.39. Soit A C R eta € R. Le réel a est le suprémum (resp. l’infimum)
de A si et seulement si a est un majorant (resp. minorant) de A et l’une des trois

propriétés (équivalentes) suivantes est vérifiée :
(i) il existe une suite (x,)ner C A telle que x,, — a;

(ii) il existe une suite croissante (resp. décroissante) (x,)ncr C A telle que x,, —

ay

(iii) Ve >0, 3d' € A, a—e < d (resp. d <a+é€).

Démonstration. 11 est clair que (ii) = (i). On a aussi (i) = (iii). En effet, étant
donné un € > 0, le définition de x,, — a implique qu’il existe un x, € A tel que
|x, —a| < € et donc tel que a — € < x,,.

Condition nécessaire. 1l suffit de prouver que si a = supA, alors a satis-
fait (ii). Le preuve du théoreme 1.33 (page 47) construit en effet une suite crois-
sante de A convergeant vers le suprémum.

Condition suffisante. 11 suffit de montrer que si a est un majorant satisfaisant
(iii), alors @ = supA. Comme a est un majorant, il reste a prouver que c’est le plus
petit d’entre eux. Soit b un majorant de A. Soit n € N\ {0}. En appliquant (iii)
avec € = 1/n, on a I’existence d’un ¢’ € A tel que a — 1/n < d’. Puisque b est un
majorant, on en déduit que a — 1/n < b. Vu que n est arbitraire, on peut passer a
la limite n — oo ce qui donne a = lim(a — 1/n) < b comme désiré. O

Remarque 1.40. 11 faut faire attention au fait que 1’équivalence de (i), (ii) et (iii) a
lieu sous I’hypothese que a est un majorant de A.
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Il est facile de démontrer directement (i) = (ii). En effet, étant donné (x,),er,
il suffit de considérer la suite (max{x,:n eI, n <k}), o
Strictement parlant, on n’a pas démontré que (iii) = (ii). Pour le faire, il suf-
fit de reprendre les idées qui permettent la construction de la suite (a,) dans la
démonstration du théoreme 1.33 (page §6) mais d’employer (iii) au lieu de 1’exis-

tence des e-maximums. Les détails sont laissés au lecteur (c’est un bon exercice !).

Comme nous avons précisé a € R dans 1’énoncé de la proposition précédente,
celle-ci ne s’ applique pas au cas ot le suprémum prend une valeur infinie. Evidem-
ment, si A = &, il n’y a aucune chance de trouver des suites dans A ! Lorsque A
est non-borné supérieurement cependant, on peut trouver un analogue a la propo-

sition 1.39. Le voici.

Proposition 1.41. Soit A C R. Le suprémum (resp. infimum) de A vaut +oo (resp.

—oo) si et seulement si une des propriétés (équivalentes) suivantes est satisfaite :
(i) il existe une suite (x,)nc; C A telle que x,, — +oo (resp. x, — —o0);

(ii) il existe une suite croissante (resp. décroissante) (x,)ncr C A telle que x,, —

+o0 (resp. x, — —oo);

(iii) Vp €R, Jd' € A, d' > p (resp. d’ < p).

Démonstration. Comme d’habitude nous ne ferons la démonstration que pour le
suprémum. Puisque (iii) ne veut rien dire d’autre que A est non-borné supérieure-
ment, on a par définition que supA = +o0 &> (iii). De plus il est clair que (ii) = (i).
Il reste donc a prouver que (i) = (ii1) = (i1).

(1) = (i1). Soit p > 0. Comme x, — oo, il existe au moins un »n tel que
Xp = p (pouvez-vous faire les détails ?). De plus x,, € A puisque la suite est inclue
a A. 11 suffit donc de prendre @’ := x,,.

(iii) = (ii). Construisons d’abord une suite (x},),eny € A. En utilisant (iii)
avec p = n, on obtient I’existence d’un xﬁl € A tel que x; > n. Posons x,, :=
max{x), : m < n}. Clairement, (x,),cn est une suite croissante. De plus x,, — +oo.
11 suffit en effet d’utiliser la proposition 1.23 et de remarquer que, pour tout n € N,
Xp =X, >n —— +oo. O

Les deux propositions précédentes montrent que le suprémum d’un ensemble
non-vide est la limite d’une suite croissante d’éléments de cet ensemble. Inversé-

ment, étant donné une suite croissante, le suprémum peut caractériser sa limite.
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Proposition L.42. Soit (x,),c; C R. Si (x,)nes est croissante (resp. décroissante),
alors, au sens large, x, ——=> sup{x, : n € I} (resp. x, ——=> inf{x, :n € I}).

Démonstration. Nous ne ferons la preuve que pour les suites croissantes, le cas
des suites décroissantes est laissé au lecteur. Distinguons deux cas.

m Si sup{x,;;n € I} = +oo, c’est que I’ensemble {x, : n € I} n’est pas majoré.
Montrons que x, — +oo, c’est-a-dire que Vp € R, dng € N, Vn > ng, x,, > p. Soit
p € R. Puisque p ne peut étre un majorant de {x, : n € I}, il existe un ng € I tel
que x,, > p. Pour tout n > no, la croissance de la suite implique que x, > x,, et

donc que x, > p comme désiré.

» L’autre possibilité est que a := sup{x,;n € I} € R (en effet le suprémum ne peut
valoir —eo car I’ensemble n’est pas vide). Il faut prouver que x, — a, c’est-a-dire
que Ve >0, dng € N, Vn > nyg, |x, —a| < €. Soit € > 0. En vertu du point (iii) de
la proposition 1.39, il existe un x,, € {x, : n € I} tel que a — & < xy,. Soit n > ny.
Vu que la suite est croissante, on a x, > x,,. De plus, comme a est le suprémum

de {x, : n € I}, on a en particulier que x, < a. Ainsi
a—€E< xS <a<a+t+é
et donc |x, —a| < € comme voulu. O

Intéressons nous maintenant a la préservation ou non des inégalités par pas-
sage au suprémum. Au vu des propositions 1.39 et I.41 qui disent que les supré-
mums peuvent s’obtenir par un processus de limite, on s’attend a ce que la sit-
uation soit semblable a celle de la proposition 1.14 : les inégalités larges sont
préservées tandis que les inégalités strictes peuvent devenir larges. C’est effec-

tivement ce qui se passe.

Proposition 1.43. Soient A et B deux sous ensembles de R. SiVac€ A, b€ B, a <
b (resp. b < a), alors supA < supB (resp. infA > inf B).

Cette proposition est une généralisation de A C B = supA < supB.

Démonstration. Soit a € A. Par hypothese, on sait qu’il existe un b € B tel que
a < b. Vu que supB est un majorant de B, on a b < supB et donc a < supB.
Puisque a est arbitraire, cela signifie que sup B est un majorant de A. Par définition
du suprémum de A, on a supA < supB. [
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Ce n’est pas parce qu’on aurait Va € A, 3b € B, a < b qu’on pourrait en dé-
duire que supA < sup B. Il suffit pour s’en convaincre de prendre A = B =|—1,0].
Quel que soit @ € |—1,0], on peut prendre b :=a/2 € |—1,0[ qui est > a. Pourtant
SsupA = supB.

Dans cette section, nous avons présenté le suprémum comme une « généralisa-
tion » du maximum qui a I’avantage de toujours exister. Terminons en expliquant

quand le suprémum d’un ensemble est en fait un maximum.

Proposition 1.44. Soit A C R. L’ensemble A possede un maximum (resp. mini-
mum) si et seulement si supA € A (resp. infA € A), auquel cas supA = maxA

(resp. infA = minA).

Démonstration. Comme d’habitude, nous ne ferons la démonstration que pour le
suprémum.

Condition nécessaire. Soit a € A le maximum de A. Par définition, a est un
majorant de A. De plus, si b est un autre majorant de A, a < b puisque a € A. Des
lors a satisfait la définition du suprémum et on a supA = a = maxA € A.

Condition suffisante. Posons a := supA. Par hypothese a € A. Par définition
du suprémum, a est un majorant de A. Donc a satisfait la définition du maximum

— qui des lors existe. ]

1.4.3 Limite supérieure et inférieure

Dans cette section, nous allons utiliser les notions de suprémum et d’infimum
pour créer des limites qui existent toujours au sens large. Nous verrons les liens
avec le concept de limite vu précédemment, ce qui nous donnera un outil supplé-
mentaire pour prouver 1’existence de limites.

L’idée de base est d’essayer de définir la limite « par au-dessus » et « par en-
dessous » d’une suite. Si (x;) est une suite et ny € N, toutes les valeurs de x,, pour
n > ng se trouvent dans lintervalle [inf{x, : n > no},sup{x, : n > ng}]. Ainsi,
on peut voir cet intervalle comme I’espace dans lequel x, peut se mouvoir pour
n > ng. Pour que cet intervalle soit représentatif de ce qui se passe « a la fin »
de la suite, il faut prendre ng de plus en plus grand, ¢’est-a-dire passer a la limite
ng — +oo. Cela conduit a la définition suivante.
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Définition 1.45. La limite supérieure (resp. limite inférieure) d’une suite (x,)nes C

R, notée lim,,_,o x;, (resp. lim,,_,.,X,), est définie comme

lim x, := lim sup x, (resp. lim x,, := lim inf x,).
n—oo 0= >0 N—>c0 np—en=ny
Comme c’est I’usage, nous avons noté SUP;, >, Xn (resp. infy,>p, Xx,) au lieu de
sup{x, : n > no} (resp. inf{x, : n > np}). Certains auteurs utilisent les notations
limsup,,_.,, X, (resp. liminf,, ,..x,) ala place de 1imy,—sc0 Xy, (resp. lim,,_,.,X). Nous
avons dit que ces limites existent toujours. En effet, puisque {x, : n > no} 2 {x, :
n > ng+ 1}, la proposition 1.37 implique que la suite (sup{x, : n > ng}),,en est
décroissante et donc que sa limite existe et vaut I’infimum de ses valeurs (voir la
propostition 1.42). On peut faire le méme raisonnement pour la limite inférieure.

En résumé, on peut écrire

lim x,, = inf sup x, et lim x,, = sup inf x,.

n—oo ’ZOGNn>n0 n—soo noeNYlZl’lo
Il est aussi facile de voir que limx, < limx,. Puisque les limites supérieure et
inférieure sont des estimations du comportement de la suite a I’infini par le dessus
et par le dessous respectivement, il est naturel de penser que la suite aura une

limite si et seulement si les limites supérieure et inférieure coincident.

Proposition 1.46. Soit (x,),cr une suite de nombres réels. La suite (x,)ncy con-

verge au sens large si et seulement si lim x,, = lim x,, auquel cas limx, =limx, =
n—oo n—reo

limx;,,.

Démonstration. Condition suffisante. Posons a := limx, = limx, € [—oo, +oo].
Puisque

Vnel, infx,<x,<supx,
mz=n m=n

et que les suites (infy>, X )ner €t (SUpP,,>, Xm)ner convergent toutes deux vers a,
la proposition 1.9 ou 1.23 implique que x, — a.

Condition nécessaire. Ceci découle des propositions .47 et [.17. En effet,
les limites supérieures et inférieures étant des limites de sous-suites et les sous-
suites ayant méme limite que la suite de départ (qui existe par hypothese), on a

limx,, = limx, = limx;,,. [
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Cette proposition donne une maniere supplémentaire de prouver que la suite
((_l)n)neN ne converge pas. En effet, —1 = lim(—1)" < lim(—1)" = 1. En fait,
on peut relier ceci a I’existence de deux sous-suites convergeant vers des limites
différentes car les limites supérieure et inférieure sont les limites de sous-suites

bien choisies.

Proposition 1.47. Soit (x,)ner € R. 11 existe des sous-suites (xy,)mer et (X,)pek

/ . !l .
— lim x,, et X, ==t Lim x;,.
n—yoo p—ree

telles que, au sens large, x,, ———
n—oo

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que pour la limite supérieure —
celle pour la limite inférieure étant similaire. Appelons a la limite supérieure de
(xn). Nous ne considérerons que le cas a € R — si a = oo, il suffit de remplacer

les appels a la définition 1.2 et a la proposition 1.39 par des utilisations de la déf-

inition 1.20 et de la proposition .41 ; si a = —oo, limx, = limx, = — et donc
Xp — —co. Soit € > 0 et ng € N. De sup,,~, Xm ——=> @, on déduit qu’il existe un
ny tel que
Vn>ny, |supx,—a|<e/2. (L31)
m>=n

Posons n := max{ng,n; }. Par la définition équivalente du suprémum (proposi-
tion 1.39), on sait qu’il existe un 1 > n tel que

—€/24sup X, < Xy < SUP X (1.32)

m>=n mz=n

En mettant (I.31) et (1.32) ensemble, on trouve que x; vérifiea — € <xy <a+E&.

Pour résumer, on vient de montrer que
Ve >0, Vng €N, Ju > no, [xy —a| < e. (1.33)

En prenant € = 1 et ngp = 0 dans (I.33), on obtient qu’il existe un 1 tel que |x;, —
a| < 1. En recommengant avec € = 1/2 et no = t; + 1, on trouve qu’il existe un
M2 > g tel que |xy, —a| < 1/2. En continuant de la sorte, on crée une sous-suite
(xu )i=1 de (x,) telle que Vk > 1, |x,, —a| < 1/k. En vertu des propositions 1.9

et 1.8, la sous-suite (xy, )r>1 converge vers a. Ceci termine la preuve. Ol

1.4.4 Propriété des intervalles emboités

La complétude de R peut s’exprimer de maniere plus géométrique. Si on a

une suite d’intervalles qui se « rétrécissent », on s’attend a trouver au moins
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un point « a la limite ». Plus précisément, si ([a,,b,])qen est une suite d’inter-
valles (avec a,,b, € R) emboités, i.e., [ay+1,bn+1] C |an,by| pour tout n, alors

Mnenlan, bn] # @ (voir figure 1.35). Cette propriété, qui s’appelle la propriété des

& € Nnenlan, bn]

ap . b()
— I, —
a; I by
az I by

1
a3 I bs
FIGURE 1.35 — Propriété des intervalles emboités

intervalles emboités, est équivalente a la complétude de R.

Proposition 1.48. De la complétude de R on peut déduire la propriété des inter-

valles emboités et vice-versa.

Démonstration. (=) Supposons qu’on sache que R est complet et déduisons-en
la propriété des intervalles emboités. Soit ([ay, b,])nen une suite d’intervalles em-
boités. Sans perte de généralité, on peut supposer que a, < b, (sinon les échanger).

L’inclusion des intervalles s’exprime alors par

Autrement dit (ay),en et (by)qen sont des suites croissante et décroissante re-
spectivement. Vu que (a,),cn est majorée par by et (by,),en est minorée par ag,
ces deux suites convergent respectivement vers a* := sup,.nd, € R et b* =
inf,en b, € R (proposition 1.42). Comme a, < b, pour tout n, on a en passant

a la limite que a* < b*. On va montrer que

m [an, by = [a*7b*]

neN
ce qui établira la thése puisque [a*,b*] # @ — il contient au moins a*. Si x €
Muenlan, by), alors a, < x < b, quel que soit n et donc, en passant a la limite,
a* < x < b*. Ceci établit I'inclusion « C ». Inversément, si x € [a*,b*] et n € N,
ona

ay, <supa, =a" <x<b" = infb, < b,
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et par conséquent x € [a,,by].

(<) Supposons maintenant que la propriété des intervalles emboités soit
vraie. Soit (x,),en une suite de Cauchy. Montrons qu’il existe un x* € R tel que
X, — x*. Pour trouver x*, construisons une suite d’intervalles emboités telle que
x* soit dans I’intersection. Soit k € N\ {0}. En prenant € = 1/k dans la définition

de « (x,) est de Cauchy », on trouve qu’il existe un n; € N tel que
Vn > ng, o |xg— x| < 1/k. (1.34)

Quitte a remplacer ny par max{ny : £ < k}, on peut supposer que la suite (1 )g>1
est croissante. Posons Jj := [x,, — 1/k,x,, + 1/k] et I := 1y Jo. L'ensemble I
étant une intersection d’intervalles, c’en est un lui-méme. De plus, il est non-vide
car (I.34) implique que |x,, —x,,| < 1/¢sik > ¢ (vu qu’alors ny > ny) et donc que
n, € Jy pour tout ¢ < k. Enfin, I = [ NJy1 C I ce qui signifie que la suite
d’intervalles (1)1 est emboitée. Par hypothese, il existe donc un x* € (V> I

Nous allons montrer que x, — x* en vérifiant la définition de convergence.
Soit € > 0. Il existe un k > 1 tel que 1/k < €/2 — par exemple k = [2/¢€]. Posons
no = ng. Soit n > ng. Par (1.34), |x,, —x,, | < 1/k. D’autre part, comme x* € I; C Jg,
ona |x* —x, | < 1/k. Donc

X" — x| <" =X, |+ |, — x| < U/k+1/k=2/k < €. O

I.4.5 Annexe : construction de R

Comme promis, nous expliquons ici une maniere de construire R a partir des
suites de Cauchy de Q. Il y en a d’autres. On peut par exemple construire R & partir
de coupures de Q. Le lecteur intéressé se reportera a [1] pour plus de détails.

Comment peut-on ajouter des éléments a Q de maniere a assurer une limite
a toutes les suites de Cauchy de Q ? Apres tout, nous n’avons aucune idée en
général de la valeur de cette limite ! Si on réfléchit un peu, on se rend compte
que les valeurs a ajouter existent par le fait qu’elles sont pointées par les suites de
Cauchy. Cependant, il faut bien se rendre compte qu’une méme valeur peut €tre
pointée par diverses suites : par exemple, les deux suites (1/n) et (1/n?) tendent
toutes deux vers zéro. Comment exprimer que deux suites de Cauchy pointent
vers le méme élément ? Il ne faut pas oublier en effet qu’il faut le faire sans parler

de la limite elle-méme. Intuitivement, deux suites vont avoir la méme limite si et
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seulement si leurs éléments sont proches les uns des autres. On peut montrer ceci
dans le cas ou on suppose qu’on connait R.
Proposition 1.49. Soit (x,)ner et (yn)nes deux suites convergentes de nombres

réels. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

lim x, = lim y, ; (1.35)

n—roo n—roo
Ve>0,3dnpeN, VnelnNJ, n>=ng=|x,—yu| <€ (1.36)
Démonstration. Laissée au lecteur. L]

Revenons a la construction de R. On va prendre les suites de Cauchy dans
Q. Ces suites pointent vers des nombres réels — qui sont de cette maniere im-
plicitement définis. Deux suites de Cauchy pointent vers le méme nombre réel si
elles satisfont la propriété (I1.36). a ce stade, nous ne connaissons rien de plus sur
les nombres réels. Nous allons donc identifier un réel a [’ensemble des suites qui
pointent sur lui.

Formalisons maintenant ces idées. Notons % 1’ensemble des suites (x;,),cn de
nombres rationnels qui sont de (Q-Cauchy au sens ot

VeeQ:e>0,InpeN, VmneN, (m=nogAn=ng)=|x,—x,| <& (1.37)

(Nous sommes forcés a cette définition vu que nous ne pouvons pas parler des

nombres réels.) Définissons la relation d’équivalence « ~ » sur & par

(xn)neN ~ (yn)neN

ssi

VeeQ:e>0,InpeN,VneN, n>=nyg=|x,—yy <€

Vérifions que c’est bien une relation d’équivalence.

n ~ estréflexive : V(x,) € €, (x,) ~ (x,). C’est évident. En effet, pour un € € Q,
€ > 0, il suffit de prendre ng := 0 puisque, quel que soitn € N, |x, —x,| =0 < €.
m ~ est symétrique : V(x,,), (yn) €E, (xn) ~ (yn) < (yn) ~ (x). C’est évident vu
que [xn = yn| = |yn — xul.

m ~ est transitive : V(x,,), (W), (2n) € EC, (xn) ~ n) A (V) ~ (z0) = (xn) ~ (zn)-

Il faut prouver (x,) ~ (z,), ¢’est-a-dire

Ve e Q:e>0, 3ng, Yn=ng, |x,—z4| < €.
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Soit € € Q, € > 0. Les définitions de (x,) ~ (yu) et (yn) ~ (z») impliquent respec-

tivement que

Iny, Y= ny, |x, —yu| < €/2 et Iny, Vi = ny, |y, — 20| < €/2.
Posons ng := max{ny,na}. Sin > ng, ona |x, — zn| < [xn — Y| + [yn — 20| < €/2+
g/2=¢.
Nous sommes maintenant préts a définir R.

Définition 1.50. R := (€'/ ~) := {[(xn)] : (xn) € €} ou [(xn)] :={(yn) € € :
(V) ~ (xn) }.

L’ensemble [(x,)] est appelée la classe d’équivalence de (x,). Elle est consti-
tuée des suites qui pointent vers le méme réel que (x,). C’est bien ce a quoi on
avait décidé d’identifier les nombres réels. Le fait que ~ est une relation d’équiv-

alence implique que
[(en)] = ()] & (xn) ~ (Yn) (I.33)

(démontrez-le !). On identifie les rationnels aux classes d’équivalence des suites

constantes. Plus précisément, on définit I’injection

i:Q—=R:gr [(@)nen]-

C’est bien une injection car [(p)nen] = [(¢)nen] implique que p = g (adaptez la
preuve de I’unicité de la limite).

Le lemme suivant renforce 1’idée qu’on considere les nombres qui sont « poin-
tés par » les suites de Cauchy au sens ou, si la suite converge dans Q, alors le

nombre vers lequel elle pointe est précisément cette limite.
Lemme 1.51. Soit (x,),en € € et g € Q. Si (xn)nen Q-converge vers q au sens ou
VeeQ:€>0,3ngeN, Vn>ny, |x,—q| <& (1.39)

alors [(x)nen) = [(@)nen)-

Démonstration. C’est évident car (1.39) implique immédiatement que (x,),en ~
(@) nen- ]
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Nous avons vu a la proposition 1.17 que toute sous-suite d’une suite conver-
gente avait méme limite que celle-ci. Il est donc naturel qu’une sous-suite d’une
suite de (Q-Cauchy pointe vers le méme nombre réel. Ce résultat sera utile a di-

verses reprises.

Lemme L52. Soit (x,),en € €. Si (X],)meN est une sous-suite de (xp)nen alors

(X)) )men € € et (X)) men ~ (Xn)nen, ’est-a-dire [(x),))men] = [(Xn)nen)-

Démonstration. Comme (x),)nen € (Xn)nen, On a par définition qu’il existe une

fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que
/
VmeN,  x, =Xp(m)-

Comme dans la démonstration de la proposition .17, il est facile de prouver par

récurrence que
VmeN, ¢@(m)>=m. (1.40)

D’autre part, comme (x,) € €, on a
Ve, € Q:e >0, dng € N, Vny,ny > ny, |xnl —xn2] < €. 1.41)

= Commencons par prouver que (x,,) € €, ¢’est-a-dire que

/
my

VeeQ:e>0, Img €N, Vmy,my > my, |x,, —x,| <E€.

Soit € € Q, € > 0. Par (1.41) avec €] = €, on trouve qu’il existe un ng € N tel que

Vny,ny = no, |Xn, —Xn,| < €. Prenons mg := ng. Simy,my > my, par (1.40) ¢ (m; ) et
. N . / ;o

¢(my) sont plus grand ou égaux & mo = ng et donc |x;, — X5, | = [Xg(m,) = Xg(my) | <

€ comme désiré.

= Montrons maintenant que (x},) ~ (x,), ¢’est-a-dire que
VeeQ:e>0, Fko € N, Vk = ko, ¥, — x| <.

Soit € € Q, € > 0. Comme précédemment, on utilise (I1.41) avec & = € pour
trouver un ng et on pose ko := ng. Si k > ko, @ (k) > k > ko et donc (I.41) implique
que |x;, —xi| = [xg) — x| < €. O
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La suite de I’exposé s’agence comme suit. Nous allons d’abord donner un sens
aux définitions de convergence et d’étre de Cauchy en munissant R d’opérations
algébriques et d’une relation d’ordre qui étendent celles de Q. Ensuite nous mon-
trerons que toute suite (x,),eny € Q de Cauchy pour ces définitions est en fait de
(QQ-Cauchy et donc converge dans R. Enfin, un argument diagonal sera utilisé pour
prouver que toute suite de Cauchy (x,),cr C R converge — c’est-a-dire que R est
complet.

Commencgons par définir les opérations d’addition et de multiplication sur R
par

(el 4 [0m)] = [ 3] et ()] [0w)] == [aya)]  (142)

Ces définitions posent néanmoins a priori un probleme. En effet, nous avons
défini I’addition de deux classes d’équivalence [(x,)] et [(v,)] en choisissant des
représentants (x,) et (y,) de celles-ci et en constituant la classe [(x, + y,)]. Mais
si on avait pris d’autres représentants (x),) et (y),) de ces mémes classes, ¢’est-a-
dire si [(x,)] = [(xx)] et [(/,)] = [(yn)], aurait-on eu le méme résultat : [(x], + )] =

[(xn+yn)] ? Au vu de (1.38), répondre positivement a cette question revient 8 mon-

trer
() ~ (xn) et (37,) ~ (7)) = (4, +37) ~ (X +n). (1.43)
De méme, pour que la multiplication soit bien définie, il faut vérifier que :
((7) ~ (xn) et (37,) ~ () = (037) ~ (nyn). (1.44)

Proposition 1.53. (1.43) et (1.44) sont vraies quelles que soient les suites (x,),
(), )s (vn) € €.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.54. Toute suite (x,),ecn de € est bornée au sens ou IR € Q, Vn €
N, |x:| <R

Démonstration. En prenant € = 1 € Q dans la définition du fait que (x,) est de
(QQ-Cauchy, on obtient

Ing €N, Vm,n > ng, |x, — x| < 1. (1.45)

Posons R := max{|xo|, ..., |[xn,—1], 1 +|xn,|} € Q et montrons que c’est une borne.
Soit n € N. Si n < ny, il est évident que |x,| < R. Sin > ny, en utilisant (1.45) avec
m = ng, on déduit que |x,| < [x, — X, | + x| < 14|20, | <R O
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Démonstration de la proposition 1.53. Cette démonstration est fort similaire a

celle de la proposition 1.7.

= Commengons par (1.43). Il faut prouver que (x, +y},) ~ (x, +y,) ¢’est-a-dire
que
VeeQ:e>0,3ng €N, Vn=ng, |xX,+y, —x,—ya| <e.

Soit € € Q, € > 0. Par définition de (x},) ~ (x,) et () ~ (yn), il existe des naturels
ny et ny tels que

Vn > ny, |x, —x,| < €/2 et Vn>ny, |y, —yal <€/2.

Il suffit de prendre ngy := max{n,ny} car, pour tout n > ng, |x, + ), — X, — yn| <
ey | + [, — vl < €/2+€/2=¢.

» Pour (1.44), il faut établir que (x,y,) ~ (X,yn), ¢’est-a-dire que
VeeQ:e>0, Ing €N, Vn = ng, |X,), —xuya| <€

Soit € € Q, € > 0. On sait qu’il existe des bornes R,R’' € Q telles que |x,| <R
et [y,| < R’ pour tout n. Sans perte de généralité, on peut supposer que R > 0 est
R’ > 0 — sinon les redéfinir comme R := max{R,1} et R' := max{R’,1}. Des
hypotheses (x},) ~ (x,) et (y},) ~ (y») on déduit qu’il existe des naturels n; et np

tels que

Vn > ny, X, —x,| <e/(2R) et Vn>=mny, |y, —yn <€/(2R).

Posons ng := max{ny,ny} D&s lors, pour tout n on a |x,yl, — xpyu| = | (x), —

2 no,
%)Y X0 (V= Yn) | <100 = Xn| [+ [Xa [y —yn| < €/(2R)R'+R(e/2R) =¢. [

Pour que les définitions (1.42) soient satisfaisantes, nous voudrions qu’elles
étendent les opérations de Q. Plus précisément, si p,q € QQ, on peut faire p + g
dans Q ou voir p et g comme les réels [(p)qen] et [(¢)nen] et former [(p),en] +
[(¢)nen]- On voudrait que les deux opérations donnent le méme résultat au sens ol
le réel correspondant & p+ g et [(p)nen] + [(¢)nen] sont les mémes, c’est-a-dire
(P + q)nen] = [(P)nen] + [(@)nen]- Cest évidemment le cas au vu de (1.42). Un
raisonnement similaire montre que la multiplication sur les réels étend celle sur

Q. On peut représenter graphiquement ces résultats en disant que les diagrammes
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QxQ——Q (p.q) —— p+gq

SO I

RxR——R ([(p)][(q)]) — [(p)]+(@)] = [(p+9)]

FIGURE 1.36 — Extension de 1’addition de Q

QxQ——Q (p,q) — pq

AT

RxR——R ([(p)].[(@)]) —— [(P)]-[(@)] = [(pq)]

FIGURE 1.37 — Extension de la multiplication de Q

des figures 1.36 et 1.37 sont commutatifs, c’est-a-dire que les deux fonctions allant
de Q x Q vers R sont les mémes.
Le résultat suivant montre que la structure algébrique qu’on vient de mettre

sur R répond bien a nos attentes.
Proposition L.55. (R,+,) est un corps commutatif.

Démonstration. Vu que (1.42) définit I’addition et la multiplication sur R a partir
de celle sur QQ, dont on sait qu’il est un corps commutatif, les choses suivantes
sont évidentes :
= ’addition sur R est associative et commutative, a pour neutre Og := [(0),en]
et I’'opposé de [(xy,)qen] est donné par [(—x,),en] ;
» la multiplication sur R est associative, commutative et a pour neutre Iy :=
[(l)neN] ;
= la multiplication se distribue sur 1’addition.
La seule chose qu’il reste a montrer est que, tout x € R\ {Or} posséde un in-
verse. Si x = [(x,)nen], On a envie de définir ’inverse par [(1/x,),en] car alors
[(x0)] - [(1/x4)] = [(xn/x)] = 1r. Mais pour faire ceci, il faut montrer qu’on peut
trouver un représentant (x,) de la classe d’équivalence x tel que Vn € N, x,, # 0.
Supposons au contraire qu’il n’y ait pas de tel représentant et montrons que x =
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Og. Par hypothese on a donc
V(x,) €x, ImeN, x, =0. (1.46)

Prenons au hasard un représentant (&,),cn € x (les classes d’équivalence sont
toujours non-vides par définition). Par (1.46), il existe un vy € N tel que &y, = 0.
Considérons la suite (&,1v,+1)nen qui est une sous-suite de (&,) et par conséquent
(Entvot1) ~ (xn) (adaptez la preuve de la proposition 1.17). Des lors, (§,4vy+1) €
x et (1.46) implique qu’il existe un n; € N, tel que &, 4v,+1 = 0. Posons v; :=
ni+vy+1.0na

Vi>Vy et év, =0.
En répétant le méme argument avec v; au lieu de vy, on va trouver un v, € N tel
que

Vo >V et ng =0.

En continuant de la sorte, on obtiendra une suite (Vi )ren C N telle que
(Vi)ken est strictement croissante et Vk €N, &, =0. (1.47)

Ainsi (&y,) est une sous-suite de (x,) et donc (&y,) ~ (x,) ce qui implique que
X = [(évk)keN] = [(0),en] = Og. ]

Définissons maintenant une relation d’ordre sur R qui étend celle de QQ.

Définition 1.56. Soit x € R. On dit que x > O si et seulement si x = Og ou x > Og
ou x > O est définit comme

V(x,) €x, Je€Q:€>0, Ing €N, Vn > ngp, x, > €. (1.48)
Si x,y € R, on note x > y pour x —y > Op.

L’intuition qui se cache derriere cette définition est que, si x > O, alors, quelle
que soit la suite (x;,) qui converge vers x, ses éléments x, seront > € :=x/2 >0
pour n assez grand. Il suffit en fait de le vérifier pour une seule suite (x;) car toutes

les autres s’en rapprochent.

Lemme L.57. Soit x € R. Le fait que x > O est équivalent a

A(x,) €x, Je€Q:€>0,Inp €N, Vn > ng, x, > €. (1.49)
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Démonstration. 11 est clair que (1.48) = (1.49). Il reste a montrer 1I’implication

inverse. Prenons (x},),cn € x et vérifions que
3e'€eQ:€ >0, 3Iny €N, Vn=nj, x, > €.
La définition de (x,) ~ (x,) implique que
Jny €N, Va=ny, |x, —x,| <€g/2

ot le € est celui de (1.49). Prenons €' := € /2 et nj, := max{ng,n; }. Sin > nj, ona
X=X, —Xp+xp = =X, — x| +x, > —€/2+e=¢. O

Il est clair que cet ordre étend celui de QQ car, pour tout p,g € Q, p > g si et
seulement si 3¢ € Q: € >0, p—q > € si et seulement si [(p)nen] > [(¢)nen]-

Nous voudrions maintenant vérifier que :

Proposition 1.58. > est une relation d’ordre total sur R qui est compatible avec

I’addition et la multiplication.

Rappelons ces différents termes. Le fait que « > » soit une relation d’ordre
veut dire que '°
m > estréflexive : Vx, x > x;

=
» > est antisymétrique : Vx,y (x > yAy > x) = x=y;
>

est transitive : Vx,y,z, (x > yAy>z) = x>z
La relation d’ordre
m > esttotale : Vx,y, x > yVy > x.
Enfin « > » est compatible avec 1’addition et la multiplication signifie que
» compatibilité avec I’addition : Vx,y,z, x > y=>x+z>y+2z;
= compatibilité avec la multiplication : Vx,y (x > 0Ay > 0) = xy > 0.
Ces propriétés permettent de déduire tous les faits usuels que vous connaissez a
partir de I’ordre sur R. Etablissons pour commencer que 1 > 0. Puisque 1’ordre est

total, 1 >0ou0>1.S10 > 1, on ajoutant —1 aux deux membres, on obtient —1 >

16. Techniquement, dans les formules quantifiées qui suivent, nous aurions dii préciser que
x,¥,z € R. Nous ne I’avons pas fait, d’abord pour ne pas alourdir les notations, mais surtout parce
que nous voulons attirer 1’attention sur le caractere général de ces propriétés : un corps ordonné
est précisément un corps K muni d’une relation > qui vérifie ces six propriétés — et donc toutes
leurs conséquences.
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0. La compatibilité avec la multiplication implique alors que 1 = (—1)(—1) > 0.

Une autre conséquence de ces propriétés est que
VxeR, x>0ou —x=>0.

En effet, soit x € R. Il suffit de montrer que si x 2 0 alors —x > 0. Puisque 1’ordre
est total, on a x > 0V 0 > x. Comme x £ 0, on a nécessairement que 0 > x. Il suffit
d’ajouter —x aux deux membres de cette inégalité. Comme troisieme exemple,
montrons que

VxeR, x>0&02> —x. (1.50)

C’est évident car il suffit d’ajouter —x (pour =) ou x (pour <) aux deux mem-
bres de I’inégalité. De la méme manicre, on peut déduire (essayez!) les regles
habituelles :

m Vx, x2>0.
On peut bien entendu définir la valeur absolue d’un nombre réel par

i X six>0
x| =
—x six<O0

et montrer, grace a (1.50), que Vx, |x| > 0.

Revenons a la preuve de la proposition 1.58.
Démonstration de la proposition 1.58. Puisque x > y est défini comme x —y € K
ol K := {x € R : x > 0}, il suffit de montrer que K vérifie
(1) Vx,yeK, x+y€eK;
(i) Vx,ye K, xyeK;
(i) KN (—K) = {0}
(iv) KU(-K)=R
ol —K := {—x € R:x € K} En effet, supposons que K vérifie (i)—(iv) et montrons
que > est une relation d’ordre total compatible avec I’addition et la multiplication :
m réflexivité : x >xcar0 € K (vuque 0 € {0} = KN (—K) CK);
m antisymétrie :six—y€ Kety—x€K,onax—y € KN(—K) = {0} et donc
x—y=0;
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m transitivité : six—y € Ket y—z € K, de (i) on déduit que x —z = (x —y) +
(y—2) €K;
m ordre total : eneffetx—y € R=KU(—K)etdoncx—y€ Koux—y¢€ —K,
c’est-a-direx—y€ Kou —(x—y) € K;
= compatibilité avec I’addition : six—y € K alors (x+2z) — (y+z) =x—y €K,
» compatibilité avec la multiplication : si x,y € K, (i) implique que xy € K.
Il reste donc a prouver (1)—(iv).

(i) Soient x,y € K. Il faut prouver que x+y € K, c’est-a-dire que
V(zn) Ex+y, Je€Q:€>0, dng €N, Vn > ng, z, > €.

Soit (z,) € x+y. Prenons (x,) € x and (y,) € y. Comme x+y = [(x, +y,)],
il vient en vertu de (1.38) que (z,) ~ (x, +yn). Par hypothése x € K ety € K
et donc il existe €1,& € Q, € >0, & > 0etny,ny € N tels que

Vn>ni,x, =€ et VYnZ>mnyy, > 6. (I.51)

Posons & := min{¢€;, & }. Puisque & € Q et &5 > 0, le définition de (z,) ~
(xn +y,) implique qu’il existe un n3 € N tel que

Vn > n3, ’Zn - (xn "’yn)‘ < &3. (1.52)

Prenons € := &3 et ny := max{n;,ny,n3}. Soit n > ng. Il faut prouver que
zn = €. (1.52) implique que z, > x, +y, — & et donc, en utilisant (I.51), on
Az Z2E+& -G 28+ - =8=E¢.

(i1) Ce point se démontre de maniere similaire a (i) et est laissé au lecteur.

(iii) Par définition de I’ordre, il est clair que 0 € K et donc que 0 € KN (—K)
d’ou {0} € KN (—K). Il reste a prouver I’inclusion inverse, ¢’est-a-dire x €
KN (—K) = x=0. Comme on a déja montré que 0 € KN (—K), il suffit
de voir qu’il n’y a pas de x # 0 qui appartienne a K N (—K). Supposons au
contraire qu’il existe un x # 0 tel que x € K et —x € K, c’est-a-dire un x € R
tel que x > 0 et —x > 0. En d’autres termes, au vu de la définition 1.56, nous

supposons que, quel que soit (x,) € x,

deeQ:e>0,3dn €N, Vn>ny, x, > €
=

et d6€Q:6>0,dneN, Vn>ny, —x, > &
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Posons n := max{n,n; }. Comme ce n est a la fois plus grand que n; et ny,
nous en déduisons que x, < —& < 0 < & < x,. Cette contradiction termine

I’argument.

(iv) Comme il est évident que K U (—K) C R, il suffit de démontrer 1’inclusion
opposée. Soit x € R. Nous allons prouver que si ni x > 0, ni —x > 0, alors

x = 0. Le fait que x ¥ 0 implique qu’il existe une suite (x,) € x telle que
VeeQ:e>0,VnyeN, dn > ngp, x, < €. (1.53)

En prenant € = 1 et np = 1, (1.53) nous dit qu’il existe un n, que nous ap-
pellerons py, tel que xy, < 1. Ensuite, en réutilisant (I.53) avec € = 1/2 et
ng = Ho + 1, nous obtenons I’existence d’un p; > Uy tel que xy, < 1/2. En
continuant de la sorte, on crée une suite (ty)ren telle que

1

Vk e N t —_
c N, M < Mgy € x“"<k+1

Comme (xy, )gen est une sous-suite de (x,), on a que x = [(xy, )ren]. En
utilisant le lemme 1.57 et —x 0, on peut recommencer la méme procédure
a partir de la suite (x, )yeny € X pour obtenir une sous-suite (xum)) sen de
(xy,) telle que

1

<K(€)+1'

1
Vil e N, —X'uK([) > é—l——l et X“K(é)

On prouve par récurrence a partir de la croissance stricte de (k(¥))¢cry que
K(¢) > £. Dés lors il vient aisément (copier la démonstration de la proposi-
tion 1.9) que x;;_

5= 0. Comme (Xu,,,) est une sous-suite de (x,), on a

(O ()

x = [(*u, )een] et le lemme 1.51 entraine que x = 0. O

Une derniere propriété de 1’ordre sur R est que tout réel x est majoré par un en-

tier. cette propriété est appelée « axiome d’ Archimede ». C’est celui-ci qui permet

de définir [x]|, le plus petit entier > x, que nous avons utilisé a diverses reprises
dans les sections précédentes.

Proposition 1.59 (Axiome d’Archimede). Pour tout x € R, il existe un n € N tel

que x < n.

N’oubliez pas que nous avons identifié Q — a fortiori N — & un sous-ensemble
de R. L’inégalité x < n a donc un sens — et signifie explicitement que x < [(n)gen]-
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Démonstration. C’estvrai six € Q puisque, six=p/q, p € Z,q € N, alors x < |p|.
Soit x € R. Vu ce qui vient d’étre dit, il suffit de trouver un g € Q tel que x < g,
c’est-a-dire, vu le lemme 1.57, tel que

A(xy) €x, Ie€Q:€>0, Ing, Yn > ng, g—x, = €.
Soit (x,)nen € x. Puisque (x,) est de Q-Cauchy, il vient
Iny, Ym,n = ny, |x, —xp| < 1.

Posons ¢ := 2+ |x,,| € Q, € := 1 et ng :=n;. Si n > ny, en utilisant le fait que
Hxnl\— \an < |xn, — x|, on déduit que g —x, =24 [xp, | — X0 = 2 — |Xp, —Xp| =
2—1=e. O

Cette proposition implique que R ne peut contenir d’éléments infinitésimaux.
En effet, si € > 0 est infinitésimal, il doit nécessairement &tre plus petit que 1/n
quel que soit n € N\ {0}. Donc 1/¢ doit étre plus grand que tout n € N ce qui
contredit I’axiome d’ Archimede.

Maintenant que nous avons muni R d’une structure de corps commutatif, d’un
ordre total et que nous avons montré que I’'usage de [-] est licite, les définitions 1.2

et .24 de convergence et d’étre de Cauchy prennent leur sens.

Lemme 1.60. Soit (x,),en € € et r = [(xXn)nen]. Alors x, —=> r au sens de la
définition 1.2.

Démonstration. 1l faut prouver que x,, — r, ¢’est-a-dire que
VeeR:e>0, dny, Vn > ng, —€ <x,—r <E€.

Soit € € R, € > 0. Par I’axiome d’Archimede, il existe un p € N tel que 1 /e < p
i.e., 1/p < &. 1l suffit de montrer que

dng, Vn = ng, —1/p<x,—r<1/p.

Dans cette phrase, il faut bien se rendre compte que x, € Q et donc représente le
réel [(x,)ren] OU (x,)ren est la suite constante de valeur x,. L’inégalité x,, — r <

1/p signifie, grace au lemme 1.57, que

MeQ:n>0,IkoeN, Vk>ko, 1/p— (xn—x) = 1. (1.54)
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On peut faire le méme raisonnement pour ’inégalité —1/p < x, — r. Vu que (x,)

est de (Q-Cauchy, on sait qu’il existe un n; € N tel que
Vm,n = ny,  |x, —xm| < 1/(2p). (1.55)

Prenons ng := n;. Soit n > ny. Nous allons prouver que x, — r < 1/p, c’est-a-dire
que (1.54) est vérifié — I’'inégalité —1/p < x,, — r est laissée au lecteur. Prenons
n:=1/(12p) et ko := ny. Si k > ko, (1.55) implique que

n =] < 1/(2p)-

Des lorsonax, —x; < 1/(2p) ouencore 1 /p— (x, —x;) = 1/(2p) =N ce qui est
bien I’inégalité recherchée. 0

Proposition 1.61. Soit (x,),c; C Q une suite de Cauchy. Alors, il existe un r € R
tel que x, —> 1.

Démonstration. On sait que I = {n € N:n > n;} pour un certain n; € N. Puisque
Q CR, le fait que (x,) soit de Cauchy entraine que (x,) soit de Q-Cauchy (on con-
sidere moins d’€) et donc que (X4, )neN € €. Posons r := [(Xpin, )nen]. D apreés
le lemme 1.60, x4, — r, c’est-a-dire x, — r. ]

On peut aussi voir que R n’est pas « trop gros » : il consiste juste en les points

qu’il faut ajouter a Q pour que les suites de Cauchy de ce dernier convergent.

Proposition 1.62 (Densité de Q dans R). Tout réel r € R est limite d’une suite de

rationnels (xp)nen € Q.

Démonstration. C’est évident au vu du lemme 1.60 car il suffit de prendre une
suite (x,) € r. O

Pour finir, voici le résultat qui a motivé toute la construction ci-dessus.
Théoreme 1.63. R est complet.

Démonstration. Soit (x,),c; € R une suite de Cauchy. Sans perte de généralité,
on peut supposer I = N — sinon considérer (x,4p, )nen si I = {n:n > n;}. Grice

a la propostion 1.62, pour tout n € N, il existe un x/, € Q tel que

1
n+1

(1.56)

|x:z_xn| <
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= Commengons par prouver que (x),),en est de Q-Cauchy. Soit € € Q, € > 0.
Il faut trouver un ny € N tel que Vm,n > ng, |x), — x,| < €. Puisque (x,) est de

Cauchy, on sait qu’il existe un n; € N tel que
Vm,n > ny, |x, —xm| < €/3. (1.57)

Prenons ng := max{ny, [3/€]}. Soient m,n > ng. En utilisant (1.57) et (1.56), on
déduit

13, — X | <12 — x|+ X — o]+ [ — ]
1 € 1 E € ¢

<

= Posons 7 := [(x},),en] et montrons que x, — r. Nous savons par le lemme 1.60
que x), — r. Soit € € R, € > 0.1l faut trouver un ny € N tel que Vn > ng, |x, —r| < €.

Par définition de x/, — r, nous savons qu’il existe un n; € N tel que
Vn>ny, |x,—rl<eg/2. (1.58)
Posons ng := max{ny, [€/2]}. Si n > ny, on déduit de (1.58) et (1.56) que

ot — 7| < ot — 27|+ [, — 7]

1 € € &€
+-<s+5=¢ =

<
n+1 2 2 2

I.5 Exercices

Exercice I.1. Ecrivez les quatre premiers termes des suites définies par les ex-
pressions suivantes :

(i) x, =n+(—1)"
(=2)"

(i) x, =
n!
L 3"
W) 2 =5 6 (2n)
L |
(iv) x, = Z ?
k=0
vn—3
(V) Xn =

n—2
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vi) vpr1 =2v,+1,v9=0

. 1
(Vi) azgy =2+, agpy1 =2—1
n

(viii) bg=by =1, byio = b1+ by
(IX) cn=dp1—1, dO =1, dn—H =dy+1

WWe Exercice I.2. Ecrire les quatre premiers éléments des sous-suites ci-dessous de
> (xn)VlEN - (07 17 _1727_2737_3,. . ) .

B Yy = X2
m Zp = X3n+1
m Uy = Xp!

% Exercice 1.3. Soit (x,),eny = (0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,...). Donner le terme géné-

ral de la sous-suite (x})xen définie par x) = Xk(k+1)/2- Prouvez vos affirmations.

% Exercice 1.4. Trouvez le terme générique des suites ci-dessous. Prouvez vos af-

firmations par récurrence.
(1) x0 =3, Xpr1 =X, +2

(i) ap = —1, ap+1 = 2a,

ﬁ%i Exercice I.5. On considére les suites (u,) et (v,) définies par

u0:2
Vp=uy, — 1.
Upr1 = —Su,+6

Montrez que (v,) est une suite géométrique. Déduisez-en une formule pour u, en
fonction de n.

% Exercice 1.6. Soit (v,) la suite définie par

VO=3
1 4
Vgl = —3Vnt3

(i) Montrez que la suite (u,) définie par u,, = v, — 1 est une suite géométrique.
(i1)) Exprimez v, en fonction de n.

(iii) Calculez S, := Y }_qux et B, := [T;_oux-

% Exercice 1.7. Montrez, a partir de la définition de convergence d’une suite, que :
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) 1 3n+2 3
M n+1 0 ) Sn—4 5
(ii) i%O (vi) x, — 1 avecx, =0,9...9
n? fois
Lo 1 N >0 ) '
(iii) s —0,oupelR (vil) n — +o
. —n 1
o NN S
(iv) B (viii) lnn —
% Exercice 1.8. Calculez les limites suivantes :
2 n+1 n+1
2 3 4
(i) lim = ;L " Qi) Tim
n—eo 2% 41 n—oo 3N 40
(i) lim 2’ -3 (iv) 1im x, ol x, = i lk
n—e (n—1)(n+2)(2n+3) n—yoo (=02

% Exercice 1.9. Utilisez le théoreme de convergence dominée pour établir la con-

vergence des suites ci-dessous.

sin % + cos & i 5"
. _ 2 2 -2
O xn =" =5
sin 2% + 1
(i) x, = — 57— W) xy =14~

(i) x, = 1+ "
n

% Exercice 1.10. Soit (x,),cn une suite de nombres réels. Peut-on affirmer que
six, —0,alorsn-x, —07?

m six, > apouruna € R, alors x,+1/n—a?
n six,,—>apouruna€R,alorsx%—>a2?

. 1/2
m Six, — apouruna >0, alorsxn/ — x1/29

Justifiez chacune de vos réponses par une preuve ou un contre-exemple.
Exercice I.11. Montrez que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
&

Ve >0, dng e N, Vn >
Ve >0, dnpeN, Vn>ng, |x,—al<e (1.60)
Ve >0, dnp e N, Vn>ng, |x,—al<eg/2 (L.61)

ng, |xn—al<e (L59)
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« Exercice I.12. Soit (x,) une suite de R convergeant vers a. Montrez que |x,| —

> |a|. La réciproque est-t-elle vraie ? Pour quel(s) a ?
1 n
j% Exercice I.13. Prouvez que a" ———> o lorque a > 1.

(% Exercice I.14. Soit (x,) C R définie par

V2
X0 — )

x,+1
2

Xn+1 =

(i) Montrez que, pour tout n € N, x,, peut étre définie par x, = cos 6, pour un
unique 6, € [0,7/2].

(i1) Calculez lim,, o0 Xy,.

# Exercice I.15. Etudiez la convergence des suites suivantes.

3
=T 22 cosn)
4 + sin?
I L
n+(=1)"(n+1)
" 2n+1
gV (1)
B dp

= 5T
(—3n+2)(n>+5)

"= R34t )
m g, =cos(nm/4)
_ nlcos(n!)
T i)
m (in)neN = (1’%’_17_%’%’%’_%’_%"")
101110
RARETT

% Exercice 1.16. Prouvez les affirmations suivantes.

] %mloﬁa€]0,+w[,
an

" HquuelquesoitaeR;
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w nka" —=> 0 quel que soitk € Net |a| < 1;

% Exercice 1.17. Les suites suivantes sont-elles bornées ? Justifiez. (Lorsque vous

répondez par I’affirmative, veuillez donner explicitement une borne.)

) 2 (=2)"
1 n— _1 . + - 1 n—————
(1 x : )2 o (ix) x WWCIED
.. n—+
(i1) xn_4+3n (x) XOZQX = Xp+1
(iii) x, = cosn+sin\/n 2 >t 2
n
v) x, = — ) _ ! 1
n;, (x1) x, kg'lkz‘H‘
V) xp = '
(2”?‘! (xii) x, = cos(n!) +sin(ﬂ)
(Vi) x, = -
3n+4n 2n
241 (xiii) x, = (\/ﬁn)
(vii) x, = 3
) at .
(viil) x, = (V/5)*" (xiv) Xy = ol a €R.

W% Exercice 1.18. Soit (x,),en C R. On suppose que les sous-suites définies par

Yn=X2n, Zn=X2n+1, Un= X3y

convergent. Montrez que ces trois sous-suites convergent vers la méme limite et

que (x,) converge aussi vers cette limite.

j% Exercice 1.19. On dit que deux suites (x,) et (y,) sont équivalentes " si et seule-
ment si
Xn

lim — = 1.
=0 Yy

Ceci se note (x,) ~ (y,). Montrez que siy, — a et (x,) ~ (y,) alors x, — a.

% Exercice 1.20 (aoiit 2007). Soit (x,),eny € R. Dites, pour chacune des affirma-
tions suivantes, si elle est vraie ou fausse et justifiez votre réponse par un court

argument ou un contre exemple.

17. Cette définition suppose que les y, ne s’annulent pas pour z suffisament grand.
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(@) Vrai:[] Faux:[ ] Si (x,) converge vers 7, alors (x,) est bornée inféri-

eurement par 0.

(b) Vrai:[ ] Faux:[ | Si(x,) est décroissante et bornée inférieurement par 0,

alors (x,) converge vers 0.
(c) Vrai:[ | Faux:[ | Si(x,)converge versO,alors Ing € N, Vn > ng, x, < 7.

(d) Vrai:[ | Faux:[ | Si(x,) converge vers 7, alors 3n € N, x,, > 0.

Exercice I.21. Soit (x,),cn définie par

XQZO,
X1:2,

Xn+1 = %(xn +xn—l)
Montrez que (x,),en est de Cauchy en prouvant que la définition 1.24 est vérifiée.

% Exercice I.22. On note R ou encore [—oo, 40| I’ensemble R U {—o0,+0}. On
étend la relation d’ordre < sur R a [—oo, 40| en posant

VxeR, —ocoLx< +oo (1.62)

» Montrez que (1.62) implique que Vx € R, x # —oo et x # +-oo.
La définition 1.31 de maximum (resp. de minimum) a d’un ensemble A s’étend
de maniére naturelle aux a € [—eo,+oo| et aux ensembles A C [—oo, +oo]. Pour
A C [—o0,+00|, on défini

Maj(A) := {x € [—o0, 400 : Va €A, a < x}

= Montrez que Maj(A) # & quel que soit A C [—oo, +o0].

» Pour A C R, montrez que supA € [—oo, +oo| vérifie
supA = min(Maj(A))

% Exercice 1.23. Soit (x;,),cn une suite de nombres réels pour laquelle il existe un
c €10, 1] tel que, pour tout n € N, |x,,+1 — x,| < ¢|x, —x,_1|. Montrez que (x,) est
de Cauchy.
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que (x,)nen est de Cauchy.

% Exercice 1.24. Soit (x,),en la suite définie par x, = 1+ 3+ ++ -+ + 2. Montrez
% Exercice I.25. On définit la suite (x,)nen par x, = Yp_q %

(i) Montrez que la suite (x,),cn est convergeante. On note e := lim,,_,co X;,.

(i1) Prouvez que e = lim,, e (1 + %)n

% Exercice 1.26 (janvier 2002). (i) Montrez, a partir de la définition 1.2, que
—n—+1 1

— Y .
2n+5 " 2

(ii) En utilisant uniguement '8 (i) et la définition 1.2, prouvez que

—n—+1 1
mts e T
% Exercice 1.27 (janvier 2002). Soient les ensembles
3z 1 =5)"
A= {sin(———):nGNo} et B:= {2+( ) :nENO}.
2 n?

Calculez, s’ils existent,

sia, — a,alors a,+

m infA m infB m minA

m SupA m supB m maxB

Les réponses ne suffisent pas. Justifiez-les !
% Exercice 1.28 (janvier 2002). Soit la suite (v,),cny C R définie par
vo > 1, Va1l =V 3vy — 2.

Etudiez, en fonction de vy, la convergence de (v,) et calculez sa limite lorsqu’elle

existe.
ﬁ%{i Exercice 1.29 (janvier 2002). Soit € R et (x,),cn, la suite définie par
vne Ny, x,=n"

Pour quelles valeurs de o la suite (x,,) converge-t-elle et quelle est alors sa limite ?

Justifiez en détail votre réponse.

18. Cela signifie que vous pouvez utiliser (i) la définition 1.2 mais que tout le reste doit étre
démontré.
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ﬁ%ﬁ Exercice 1.30 (janvier 2003). Etudiez la convergence de la suite (Xn)nemn {0y dé-
finie par :
—1)7
Xp =11+ (=1 .
n

Justifiez en détail. Toute affirmation non vue au cours doit é&tre démontrée.

% Exercice 1.31 (janvier 2003). Soit (x,),en C R. Supposons que (x,),cn conver-
ge vers 2. Montrez, en utilisant la définition en termes de €, que la suite (y;)neN
définie par
Vp = —2x,+3

converge vers —1.

% Exercice .32 (janvier 2003). Etudiez la convergence de la suite (Vn)n>1 définie
par

v =2, vn+1:3—v— sin>1.
n

Calculez sa limite, si elle existe.

% Exercice 1.33 (janvier 2003). Soit I’ensemble

n

E:={2- neN}.

(n+1)!
Calculez, s’ils existent, infE, minE, supE, max E. Toutes vos réponses doivent

étre justifiées.

jﬁ@é Exercice 1.34 (janvier 2003). Pour chacune des affirmations suivantes, cochez la
case adéquate selon que vous pensez qu’elle est vraie ou fausse. Justifiez par un
bref argument ou un contre-exemple. Les résultats du cours utilisés doivent étre

clairement identifiés.

(@) Vrai:[ ] Faux:[ ] Le maximum d’un ensemble fini existe toujours.
(b) Vrai:[ | Faux:[ ] Toute suite de rationnels converge dans R.

(c) Vrai:[ | Faux:[ | Si une suite est croissante, alors elle converge au sens

large.

(d) Vrai:[ | Faux:[ | Un ensemble A C R est borné si et seulement si il est

borné supérieurement et inférieurement.
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(e) Vrai:[ ] Faux:[ | Si (x,)en € R converge, alors elle est telle que |x;, —
Xn+1| — 0.

(f) Vrai: [ ] Faux:[ | Il est possible que le suprémum d’un ensemble A ap-

partienne a A.
() Vrai:[ | Faux:[ | Toute suite convergente est bornée.

(h) Vrai:[ | Faux:[ ] Toute suite bornée est convergente.

Exercice 1.35 (janvier 2002). Soit A € R et (x,),cn la suite définie par

v ()

Pour quelle(s) valeur(s) de A la suite (x,),cn converge-t-elle et quelle est alors sa

limite ? Justifiez en détail.

% Exercice 1.36 (juin 2003). Soit a € R et (x,),cn la suite définie par

()"

Pour quelle(s) valeur(s) de a la suite converge-t-elle et quelle est alors sa limite ?

Justifiez en détail votre réponse.

% Exercice 1.37 (juin 2003). Soient (x,),en, (Vn)nen deux suites convergeant re-
spectivement vers les réels a et b. Montrez, en utilisant la définition en termes
de € que 2Xn —¥Yn m 2a—b.

j%ﬁi Exercice 1.38 (juin 2003). Considérons la fonction

2x—3 six>1

g R=>R:x— i
x+5 six<l1

En utilisant la définition et €-0 de la continuité, montrez que la fonction g est
continue en 2. La fonction g est-elle continue sur R ? Justifiez en détail votre

réponse.

% Exercice 1.39 (aotit 2006). Indentifiez la ou les phrases quantifiées (en cochant
la case qui précede) qui tradui(sen)t le fait « x+ x> > 1 pour x suffisament proche
del»:
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@[] Je>0, ¥V, x>1—e=x+x>1

)] Ve>0,3x,x>1—e=x+x>1

©)[] Je>0,Vx,l—e<x<lt+e=x+x>1
(d)[ ] Ve>0,3x, 1—e<x<l+e=x+x>1
(€) ] F(xn)nen, xn — 1= Ing, ¥n = ng, x,+x, > 1

(f) I:] V(-xn)l’LGNa Xp— 1= EI”O: Vn > ng, Xn +x?l > 1

Parmi la ou les cases (a)—(f) cochées ci-dessus, choisissez-en une et prouvez

qu’elle est vraie.

% Exercice 1.40 (janvier 2007). Pour chacune des suites ci-dessous, calculez sa li-
mite au sens large si elle existe. Détaillez les différentes étapes de vos calculs et

énoncez les résultats que vous utilisez.
n? +sinn
" 2
1—n n=2
| n
n (n 2 )@0

()
n n=1

ﬁ% Exercice 1.41 (janvier 2007). Soit x € [1,+oco[. On définit la suite (x,),cn com-

mencant a xp par la récurrence

3x,+1
X, +3

Xn+1 =

Montrez que (x,),en converge et donnez la valeur de sa limite. Justifiez les dif-

férentes étapes de votre raisonnement.
% Exercice .42 (janvier 2007). Soit la suite (x;),cn définie par
VneN, x,=n*(A—2)"

ott A est un parametre réel. Etudiez la convergence au sens large de la suite
(xn)nen en fonction de A. Lorsque (x,,),en converge, donnez la valeur de sa limite.

Justifiez toutes vos réponses.
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% Exercice 1.43 (janvier 2007). Soit la suite (x,),cn définie par

5n+3

VneN, x,= (i)

Dites si la suite (x,),cn vérifie ou non chacune des affirmations suivantes. Donnez

pour chacune d’entre elles une preuve de votre réponse.
(@) Vrai:[ | Faux:[ ] Lasuite (x,) est croissante.
(b) Vrai:[ ] Faux:[ ] JR,R€R, VneEN, Ry <x, <R
(c) Vrai:[ ] Faux:[ ] VneN,JRcER, x, <R
j% Exercice 1.44 (aotit 2007). Soient A et B deux sous-ensembles de R. On définit
A—B:={a—b:acAetbeB}
Prouvez, en utilisant la définition de votre choix, que sup(A — B) = supA — inf B.

% Exercice 1.45 (mars 2008). Calculez inf{x*—y |0 <x<1et0<y<1} ausens
large (c’est-a-dire dans [—oo, +-o0]).






Chapitre 11

Limite de suites dans R

II.1 Normes

La seule partie de la définition de convergence qui pose probleme lorsqu’on
cherche a la généraliser est celle qui fait intervenir la valeur absolue. Si on se
rappelle ’intention de la définition, on se rend compte que |x, — a| sert a calculer la
distance entre x;, et a. Il suffit donc de proposer une définition générale de distance.
Celle-ci est assez simple : une distance sur un ensemble X est une fonction d :
X x X — [0, +oo qui satisfait

n Vxp,m eX, dx,xn)=0&x=x;
n Vx,x0 €X, d(x,x)=d(x,x);
m V03 €X, d(xg,x) <d(x,x3) +d(x3,x2).
La troisieme propriété est appelée « inégalité triangulaire » car elle dit que la

longueur d’un coté d’un triangle est inférieure a la somme des longueurs des deux

autres cotés (voir figure II.1). Cependant, nous ne sommes pas intéressés ici a tra-
X3

FIGURE II.1 — Inégalité triangulaire

vailler avec une distance sur un ensemble quelconque mais sur RV . Or la structure

83
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fondamentale de RY est celle d’espace vectoriel et nous voudrions donc que la
distance soit compatible avec 1’addition et la multiplication scalaire. Plus précisé-
ment, nous voudrions que la distance d : RY x RY — [0, 4-oo] soit

m invariante par translation : Vx,x,x3 € RY,  d(x) +x3,x0 +x3) = d(x1,x2) ;

m respecte les dilatations : Vxj,x; € X, VA € R, d(Ax;,Axp) = |A|d(x1,x2).
Ces deux propriétés sont assez naturelles. La premiere dit que la distance ne
dépend pas de I’endroit ou I’on se trouve dans I’espace tandis que la seconde dit
qu’une dilatation ou une symétrie centrale de facteur |A| multitplie les distances

par ce facteur |A| (ces faits sont illustrés a la figure I1.2). Grice a la propriété d’in-

X2+ X3
X3 . Axo
1
x2 5
I 1+
1 1 9
1 1 g“,
i L
£
o !
<! !
1
: x3 X1 d(A'x1,A"x;)
1
—[Vld(x1.%) /A" xs
X1

FIGURE II.2 — Comportement de la distance sous translations et dilatations

variance par translation, toutes les distances peuvent étre ramenées a des distances

a zéro : d(x1,xp) = d(x; —x2,0). On en arrive ainsi a la définition de norme.

Définition IL.1. Une norme sur RY est une fonction ||| : RY — [0, 4-o0[ : x > ||x]|

qui possede les trois propriétés suivantes :
() VxeRY, |x]|=0=x=0;
(i) Vx e RN, VA € R, ||Ax| = |A| (x|
(iii) Yx,y €RY,  [lx+yll < [lxll + Iyl
La distance engendrée par une norme est définie par d(x,y) := ||x —y||. L'im-
plication inverse de la premiere proprié€té est vraie — c’est une conséquence de la
seconde avec A = 0. On appellera souvent la troisieme propriété « inégalité trian-

gulaire » puisqu’elle provient de celle pour les distances. La conséquence suivante
de cette propriété est abondamment utilisée.
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Lemme IL.2. Quel que soit x,y € RV,

el = Iyl | < Tl =yl

Démonstration. De ||x|| = ||x—y+y| < ||x—y||+y||, on déduit que ||x|| — |ly]| <
|x —y]|. En échangeant x et y, on a aussi que —(||x|| — [|y]|) < |[Jx—y]|. Les deux
dernieres inégalités impliquent la these. ]

Il y a trois normes que nous utiliserons tout particulicrement dans ce cours. Si
x= (x1,...,xy) € RY, on définit

N N
1 =Y il 2 i= 4 [ Y 47, |X|eo ;= max{|x;| :i=1,...,N}.
i=1 i=1

A 1a norme |-|; correspond ce qui est appelé la « taxi distance » car c’est celle
qu’un taxi parcourerait dans une ville ol toutes les rues sont soit horizontales soit
verticales (voir figure I1.3). A la norme ||, correspond la distance Euclidienne
(c’est celle de la géométrie Euclidienne) qui mesure la distance entre deux points

x ety par ( ﬁil(xi — yi)z) 1/2 (voir figure I1.4). Avant d’aller plus loin, vérifions

® ®
x[1 = x1 |+ |x2 X2 = 4 /x] +3
b %) X2
o
()‘ X1 @ OC X1
FIGURE 1.3 — Taxi distance FIGURE I1.4 — Distance Euclidienne

qu’on parle bien de normes.
Proposition IL3. |-|| est une norme sur RY.

Démonstration. Quel que soit x € RY, |x|; > 0 et donc |-|; est bien une fonction
de R dans [0, +oo|.

= Soit x € RV tel que |x|; = 0. Pour tout i = 1,...,N, on a |x;| < |x|;. Cela im-

plique que tous les x; sont nuls et donc aussi x.

m Il est clair que si x € R et A € R, on ait |Ax|; = |A] |x];.
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= Enfin, si x,y € RY, on déduit du fait que |x; +y;| < |x;| + [yi| pour tout i, que
eyl =T b yil < Ty (fal + yil) = [xla + Iy O

Proposition IL4. |-|.. est une norme sur RV,

Démonstration. De nouveau, il est clair que |x|. > 0 quel que soit x € R,
m Si |x|c =0, on déduit aisément de |x;| < |x|. pour tout i, que x = 0.
» Soitx € RV et A € R. Par définition, |x|.. = |x;+| pour un certain i* € {1,...,N}

qui vérifie |x;| > |x;| pour tout i. On en déduit que |Ax;| = |A||x| = |A]|xi| =
= [Af i | = |A] o

|Ax;| pour tout i et donc que |Ax|e = |Ax;«

» Soient x,y € R”. Puisque |x; + yi| < |xi| + [vi| < |x|eo + |[¥]oo pour tout i et |x+
V|e = |xi* + yi+| pour un certain i*, on a forcément que |x + y|eo < [X|co + [V]eo. [

Avant de faire la preuve du fait que |-|, est une norme, introduisons la notion

de produit scalaire. Si x,y € RV, on définit leur produit scalaire par

N
(x[y) :== in)’i-
i=1
Le lien avec ||, est évident :

pour tout x € RV X2 =/ (x]x).

Nous supposerons que le lecteur est familier avec la notion de produit scalaire
(au moins dans R? et R3) et le fait qu’il définisse une relation d’orthogonalité :
x L y< (x|]y) = 0. Nous supposerons aussi connues les propriétés suivantes (qui
sinon sont des exercices simples) :

s VxeRY) (x]x) >0;

n Y,y €RY, (xly) = ()

n Vx,y €cRV, VA €R, (Axly) =A(x]y);

m Vx,xo,y €RY, (v +xaly) = (xaly) + (xly).
La seconde de ces propriétés exprime la symétrie de (x,y) — (x|y). Les deux
derniéres disent que, pour tout y € RY fixé, I’application x — (x|y) est linéaire.
Bien entendu, vu la symétrie, on a aussi que y — (x|y) est une application linéaire
pour tout x € RV, C’est pourquoi on résume souvent ces quatre propriétés en disant
que (x,y) — (x|y) est une appication bilinéaire, symétrique et définie positive.
Voici une conséquence fondamentale de ces propriétés.
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Proposition IL5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). |(x[y)| < [x|a|y|> quels que
soient x,y € RV,

Démonstration. Soit x,y € RY. On peut supposer que x # 0 et y # 0 — sinon la
theése est évidente. Le fait que le produit scalaire soit défini positif implique que
(tx+y|tx+y) = 0 quel que soit ¢ € R. En développant cette inégalité grice a la

bilinéarité et la symétrie du produit scalaire, on trouve qu’elle est équivalente a
ViER, () +2(xy) + () > 0.

Le membre de gauche de I'inégalité est un polyndme du second degré en ¢ (vu

que (x|x) # 0). Le fait qu’il soit positif pour tout ¢ implique que son discriminant

soit < 0, ¢’est-a-dire que (x|y)? — (x|x)(y|y) < 0 En faisant passer (x|x)(y|y) dans

le membre de droite et en prenant la racine carrée des deux membres, on trouve
I’inégalite de Cauchy-Schwarz. []

Proposition IL6. |-|, est une norme sur RV.

Démonstration. Comme précédemment, il est évident que Vx € RV, |x|, > 0 et

donc que |-|5 est une fonction de RY dans [0, +oo].

= Supposons |x|, = 0. De x? < |x|3 pour tout i, on déduit aisément que x; = 0 quel
que soit i et donc que x = 0.

= Soitx € RY et A € R.Ona |Axly = /X, (Ax)2 = \JAZEY. 22 = |4 [xl

= Soit x,y € RV, En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[ +y[3 = (x+ylx+y)
= (o) +2(x[y) + (v[y)
2 2 2
< x5 +2x2lyl2 + y[5 = (Jxl2+ [y]2)

Il suffit alors de prendre la racine carrée des deux membres pour avoir 1’inégalité

triangulaire. L

A une norme sont naturellement associées des boules qui sont les ensembles

des points situés au plus a une certaine distance d’un point donné.

Définition IL.7. Soit ||-|| une norme sur R". La boule ouverte (resp. fermée) de

centre x € RV et de rayon r € [0, +oo[ est I'ensemble

By (x,r) = {yeRN:|ly—x| <r} (resp. By [x, 7] :={y eRY: ly—x|| <r)).
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Lorsque la norme considérée est connue d’apres le contexte ou qu’elle n’est
pas importante, on se contentera d’écrire B(x, r) et B[x, r|. La seule différence en-
tre By (x,7) et By [x,7] est que By [x, 7] inclut les points y vérifiant ||y —x|| =r,
c’est-a-dire la frontiere de la boule. Toutes les boules peuvent s’obtenir comme
dilatation et translation de la boule de rayon unité centrée a I’origine : By (x,7) =
x+7By(0,1) et By [x, 7] = x+ 7By [0, 1] (voir figure IL.5). Il suffit donc de tracer

B(x,r) =x+B(0\r)

B(0,r) =rB(0,1)
FIGURE II.5 — Translation et dilatation de la boule unité
B (0,1) ou By [0, 1] pour se rendre compte de la forme de toutes les boules. Les

boules unité ouvertes pour les trois normes |-|1, |-|2 et ||« sont tracées a la fig-
ure I1.6 (pouvez-vous expliquer comment construire ces graphiques ?). Les inclu-

FIGURE 11.6 — Boules unité ouvertes

sions des boules pour une norme dans les boules pour une autre norme traduisent
des relations entre ces normes. Nous nous intéresserons uniquement ici a I’équiv-

alence de normes.
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Définition IL8. Soit ||-|| et |||’ deux normes sur RY. On dit que ||-|| est équiva-

lente 2 ||-||" si une des deux propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
(i) IR, R’ €10, +eof, Vx € RY, Rlx|| < [lx]| < R|l|
(i) IR, R’ €]0,+oo], BH‘H'(O7R) - BH'H(O’ 1) C BH.H/(O,R/)

L’équivalence de ces deux définitions est assez facile & montrer — et nous
verrons que les quantités R et R’ de (i) et (ii) sont les mémes. Tout d’abord, une
inégalité du type ||x||" < R'[|x|| implique que ||x|]| < 1 = ||x||" < R’ et donc que
B(0,1) € Bj.r(0,r)- En utilisant I"inégalité R||x|| < ||x||" de maniére similaire,
on trouve que B /(0,R) C By (0, 1). Ceci prouve que (i) = (ii). Pour (ii) = (i)
il suffit de « retourner » le raisonnement. Supposons que By (0,1) € By.|/(0,R").
Soit x # 0 et € € ]0,1[. Puisque (1 —&)x/||x| € By(0,1), il s’ensuit que (1 —
e)x/||x|| € By.2(0,R’) et donc que (1 —¢&)[lx||" < R'||x||. Comme c’est vrai pour
tout € € ]0, 1], on peut passer a la limite € — 0 et on obtient ||x|| < R'[|x||. On
a établi cette inégalité pour x # 0 mais elle est bien sir valable pour x = 0. En
procédant de la méme maniére, on déduit de By.|:(0,R) € By (0,1) que R||x|| <
||x||” pour tout x € RV, Ceci finit de montrer que (ii) < (i).

Comme son nom I’indique, la relation « étre équivalent » sur I’ensemble des
normes sur RY est bien une relation d’équivalence. Nous laissons au lecteur le
soin de prouver qu’elle est en effet réflexive, symétrique et transitive.

A la vue des dessins des boules unités (figure I1.6), il apparait immédiatement
que B, (0,1) C€By,(0,1) € By,_(0,1) C By, (0,2) (voir la figure I1.7). Ces inclu-
sions traduisent certaines inégalités entre les normes. Le facteur 2 est particulier a

la dimension deux. Plus généralement, on a :

Proposition I1.9. Pour tout x € RV,

X|oo < |x|2 < |x]1 < N|X|o. En particulier, les

trois normes ||, |-|2 et |-|| sont équivalentes.

Démonstration. Les fait que les trois inégalités impliquent que les trois normes

sont équivalentes deux a deux est un exercice simple laissé au lecteur. Soit x =
N

(x1,...,xy) € RY.

= Montrons |x|e < |x|2. Par définition, |x|. = |x;<| pour un certain i* € {1,... ,N}.

Comme |x;+|?> < YN, |xi|?, en prenant la racine carrée des deux membres, on con-

clut que | x| = |xj+| < |x]2.
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B‘_|m(0,l)
BHZ(O, 1)
B, (0,1)

FIGURE 11.7 — Inclusion des boules unité

» Passons a |x|p < |x|;. Puisque ce sont des quantités positives, il est équivalent
de montrer que |x[3 < |x[2. On voit clairement que cette inégalité est vraie en

développant le carré de la somme :

2 u 2 2 u 2 u 2
}3= Yl <l = (Lhil) =X lP+2 ¥ fulll
i=1 i=1 i=1 ij

1<i<j<N

= Terminons avec |x|; < N|x|~. En utilisant le fait que |x|. est plus grand que

toutes les composantes |x;|, on déduit |x[; = ¥ [x;| < XV, [x|e0 = N|x|co. O

Remarque 11.10. On dira d’une inégalité du type Vx € RY | ||x|| < C||x||’ entre deux
normes ||-|| et ||-||" est optimale si le C qui y figure est le plus petit possible. Ce
C vaut sup{||x|| : ||x|]|' = 1}. Une fois que nous aurons vu la notion de compac-
ité, nous pourrons montrer (en dimension finie) que I’optimalité est équivalente a
I’existence d’un x* tel que ||x*|| = C||x*||". Au sens ci-dessus, les trois inégalités
de la proposition précédente sont optimales. Géométriquement, cela correspond
au fait que les frontieres des boules se « touchent » (voir figure I1.7). Par con-
tre, I'inégalité |x|, < N|x| qu’on peut déduire de ces trois inégalités n’est pas
optimale. L’inégalité optimale est | x| < v/N|x|. (Pouvez-vous la prouver et en
donner I’interprétation géométrique ?)
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Il y a d’autres normes sur RY que les trois que nous avons présentées ci-dessus.

Par exemple, pour p € |0, +-c<|, on peut définir

N

1/p
x|, == <Z|xi|p> pour tout x € RV,
i~

On peut montrer (voir ’exercice I1.17) que, si p € [1, 40|, |-, est une norme. Ce
n’est pas le cas si p € ]0, 1] (exercice I1.13). Comme cas particuliers, on retrouve

-[1 et |-]2. En ce qui concerne |-|, 11 €st facile de voir que, pour tout x & 5 [X]oo &
|[1 et |-|2. En ce qui ||, il est facile de voir que, p RY, |x]e <

X éNl/pxooetdonc, en passant a la limite p — oo, que |x| = lim,_c0|Xx
p P q p

p- Ceci
explique la notation |-|. Il y a encore bien d’autres normes possibles sur RY,
Une question naturelle — et particuliecrement importante pour la convergence,
voir section II — est de savoir si elles sont équivalentes a celles connues ou non.
C’est clairement le cas pour |-|, puisque, comme on ’a dit, |x|e < ||, < N'/7|x|c.

En fait, c’est toujours le cas en dimension finie.
Théoreme IL.11. Toutes les normes sur RN sont équivalentes.

A ce stade, nous n’avons pas encore les outils nécessaires pour prouver ce

théoreme. Nous y reviendrons dans le chapitre traitant de la compacité (page 157).

IL.2 Convergence des suites vectorielles

Dans cette section, nous allons employer la notion de norme que nous venons
de définir pour généraliser le concept de convergence a2 RV. Nous verrons que les
propriétés prouvées en dimension 1 passent en général a plusieurs dimensions.
Comme leurs preuves consistent essentiellement en un simple recopiage de celles
en dimension 1 a cela prét qu’on a remplacé la valeur absolue par une norme, elles
seront la plupart du temps laissées au lecteur (qui y verra 1’opportunité de tester
sa compréhension en faisant les adaptations nécessaires).

Tout d’abord, pour éviter toute confusion, donnons explicitement la définition
d’une suite dans RY.

Définition I1.12. Une suite dans RN est une application I — RN : n — x, ou
I={n€N:n>ny} pourun certain ny € N. On emploie les notations (x; ),e; C RY
ou (x, :n€I) CRN, ou encore, (x,) C RN ou (x,) si le contexte supplée aux

éléments manquants.
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Ayant en notre possession le concept de norme, il est facile de généraliser la

définition de convergence.

Définition I1.13. Soit (x,),c; CRY, a € RV et ||-|| une norme sur RY. On dit que

la suite (x,)ner converge vers a au sens de ||-|| si
Ve>0,dngeN,Vnel, n>np=|x,—a| <e€

. ) R Il
ou, de maniére équivalente, ! si %, — al| — = 0. Dans ce cas, on note « x, — a
I [l

811 — 00 », « X, ———» a » ou simplement « x, —> a ». On appelle a une limite

de (Xn>n€[.

A priori, il faut donc faire attention. Une suite pourrait converger pour une
norme et pas pour une autre. Le résultat suivant dit quand deux normes induisent

le méme type de convergence.

Proposition 11.14. Soient ||-|| et ||-|| deux normes sur RN. Si ||-|| et ||-|| sont
équivalentes, alors quels que soient (x,)ne; CRN eta € RN, ona
Rl I’

an—ooHl 4 an—m>a.

Démonstration. 1”équivalence des normes implique qu’il existe une constante ¢ €
10, +oo telle que Vx € RV, ||x||" < C||x||. On va montrer que de cela on peut déduire
I’implication « = ». On suppose donc que ||x, — a|| — 0 et on veut établir que
|x, —al||" = 0. Vu que ||x, —al|" < C||x, — a|| pour tout n € I, ¢’est une simple
application de la proposition 1.9. L’ implication inverse résulte de I’autre inégalité

dans la définition de normes équivalentes. [

Etant donné que toutes les normes sont équivalentes dans RV (théoréme IL.11),

toutes les définitions de convergence sont équivalentes. On peut donc écrire

Xp =7 d

sans risque de confusion et choisir notre norme favorite lorsqu’on a besoin de

I’écrire en termes de €.

1. Voyez-vous pourquoi c’est équivalent ?
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L’unicité de la limite se prouve comme dans le cas unidimensionnel (proposi-

tion I.3). On peut donc employer la notation

lim x;,,
n—oo

pour nommer la valeur de la limite de (x,) — lorsque celle-ci existe.
La somme et la multiplication par un scalaire d’une suite se définissent de
maniere similaire au cas unidimensionnel (définition 1.6) et on a I’analogue de la

proposition 1.7.

Proposition IL.15. Soient (x,)ner, (Yn)nes deux suites de RN et (A,)nek une suite
de R telles que x, — a, y, — b et A, — A pour certains a,b € RN et A € R. Alors
Xn+yn — a+b et Ayx, — Aa. En particulier Ax, — Aa pour tout A € R.

Démonstration. Adapter la preuve de la proposition 1.7. L

Comme on n’a pas d’ordre sur RV, on ne peut évidemment pas généraliser
la proposition 1.9 comme telle. Cependant, son usage le plus fréquent, le corol-
laire 1.11, passe sans problémes a RY. En effet, puisque x, — a est équivalent au
fait que la suite (|[x, — a||)n C R tende vers zéro, on peut utiliser tous les outils
développés pour les suites de nombres réels afin d’établir cette convergence. C’est
aussi pratique lorsque x, — a est en hypothése. Par exemple, si (x,)nc; € RV et
xeRY ona

Xn e X =[xl 7= (1l (ILD)
Cela découle simplement de ||[x,|| — ||x||| < ||x, —x|| = 0. I1'y a une autre maniére

par laquelle la convergence dans RY se réduit 2 la convergence dans R.

Proposition I1.16 (Convergence composante par composante). Soit (x,).e; une
suite de RN et a € RN. En détaillant leurs composantes, on écrit X, = (Xn.1,Xn2,

Xn3s---,XnN) €t a=(ai,a2,a3,...,ay). Ona
xnn_>—oo>a -~ Vizl,...,N,XmirH—oo)Cli.

Démonstration. Condition suffisante. Comme toutes les normes sont équiva-
lentes, nous pouvons choisir celle qui nous convient le mieux. On va établir que
Xn L a, ¢’est-a-dire |x, —a|; — 0. Comme |x, —a|; = 25\1:1 |xn,i —a;| et que par
hypothese |x,, ; —a;| — 0 pour tout 7, la proposition 1.7 implique que |x, —a|; — 0.

Condition nécessaire. Puisque, pour tout i, |x,; — a;| < |x, —a|; — 0, il dé-

coule de la convergence dominée (corollaire I.11) que x;,; —= di- ]
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On définit une sous-suite d’une suite de RN comme pour le cas de R (défini-
tion 1.16). Les propriétés associées — les propositions 1.17 et 1.18 — subsistent
telles quelles (leurs démonstrations sont facilement adaptées).

On peut aussi définir la convergence au sens large pour les suites de RY. Bien
sr, comme il n’y a pas d’ordre sur RY, il n’est pas question de parler de +oo et de
—oo. Néanmoins, on peut dire qu’une suite tends vers 1’infini quand elle finit par

quitter n’importe quelle boule.

Définition I1.17. Soit (x,),c; € R et ||| une norme sur RY. On dit que (x,)nes

converge vers ’infini pour la norme ||-|| si

Vp €R, dng €N, Vn = ng, ||x,|| = p
|

Sre GQUi - R
ou, de maniere équivalente, si ||x,,|| e’ +c0. Dans ce cas, on notera x;, el

De nouveau, 1’équivalence des normes sur R" implique que le fait de tendre
vers I’infini ne dépend pas de la norme — les définitions pour différentes normes
sont équivalentes. Notez que, pour N = 1, « tendre vers I’infini » n’est pas équiv-
alent 2 « tendre vers 4o ou vers —eo ». En effet, (x,) = ((—1)"n), o tend vers
'infini puisque |x,| = n — +oo mais ne tend ni vers oo, ni vers —oo. Par contre,
I’implication inverse est vraie : si x, — -+ ou x, — —oo, alors (x,) tends vers
Uinfini (|x,| — +o0). Comme il y a risque de confusion entre x,, — oo et x,, — +oo
dans R, on tachera toujours d’étre précis. On laisse au lecteur le soin d’établir la

proposition suivante.
Proposition IL18. Soit (x,)ner = ((xXn,1,- .- ,xn,N))nel CRN.Ona

di = 1,...71\,7 |xn7l‘| —>n—>oo —+oo = Xn _Woo o,

Parce qu’on ne dispose pas du signe de I’infini, peu de propriétés subsistent.
En voici quelques unes :
Proposition I1.19. Soit (x,),c; € RN et (A,)nes CR.
(i) Six, — o etde >0, In* €N, Vn > n*, |A,| = €, alors Apx, — oo.
(ii) Side >0, In* € N, Vn > n*, ||x,|| = € et |Ay| — +oo, alors Apx, — oo.

Démonstration. Ces propriétes découlent directement de la proposition .22 et de
la définition II.17. [



11.3 — Exercices 95

Enfin, examinons le critére de Cauchy et la complétion de RY. La fait d’étre

de Cauchy se définit comme sur R.

Définition I1.20. Soit (x,),e; € RY et ||-|| une norme sur RY. La suite (x;)ner est

dite de Cauchy pour la norme ||-|| si
Ve>0,dng e N, Vmnel, (m>=ngAn=ng)=|xnm—x| <e.

Encore une fois, I’équivalence de toutes les normes sur RY fait qu’étre de
Cauchy au sens d’une norme ou au sens d’une autre est équivalent (pouvez-vous
écrire les détails ?). Nous pouvons donc dire « étre de Cauchy » dans RY sans
risque de confusion. Le lecteur prouvera sans peine 1’analogue suivant de la propo-
sition 1.25.

Proposition I1.21. Toute suite convergente de RY est de Cauchy.
Terminons en montrant que la complétude de R « se transmet » a RV,
Théoréme I1.22. RY est complet.

Démonstration. Soit (x,),e; € RY une suite de Cauchy. Puisqu’on peut choisir la
norme, travaillons avec |-|;. Détaillons les composantes de x;, : X, = (X5.1,X1.2, - - -,
xn,N). Puisque, pour tout 7, X, ; — Xpni| < |[xm — Xu]1, il est aisé de montrer que les
suites (Xpi)ner, i = 1,...,N, sont toutes de Cauchy dans R. Grace a la complétude
de R, elles convergent :

Vi=1,...,N, Xpji-—=%

pour certains x%, ..., x4 € R. Posons x* = (x},...,x%) € R". La proposition .16

implique que x, — x*. O]

I1.3 Exercices

% Exercice IL1. Soient x = (1,2,3) et y = (4,5,6) deux vecteurs de R3. Calculez
IX[15 [¥]15 [X|2, [¥]25 [%]cos [¥]o @insi que la distance entre x et y pour chacune de ces

trois normes.

%’ Exercice IL2. Soitx= (1,2,...,N) e RN ety =(1,1,...,1) € RN. Calculez |x|,
et [y|, pour p € {1,2,00}.
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Exercice IL3. Rappelons que R*** = { (g Z

posons ||A|| = max{|a| + |b|,|c| +|d|}. Montrer que ||-|| est une norme sur R>*2,

> ra,b,c,d € R}. Pour A € R?*2,

Exercice I1.4. Montrez que ||| est une norme sur R si et seulement s’il existe

T €

une constante ¢ € R™? telle que Vx € R, ||x|| = x|x|.

% Exercice IL.5. Rappelons que PP, désigne I’ensemble des fonctions polynomiales
> de degré 2. Pour P € P,, on définit ||P|| := |ag| + |a1| + |az| ot ag,a;,a; sont les
coefficients de P i.e., P = ag + ayx +axx’. P+ ||P|| est-il une norme sur P, ?

% Exercice I1.6. Prouvez la convergence des suites ci-dessous grace a la défini-

> tion 11.13.
(n—i—l 2n+ 1)
[ ] Xn:

)

n

" Vp = (\/% \/nils

% Exercice I1.7. Etudiez la convergence des suites suivantes :

()
X, = i
" n n+1"n!

sous
. o n+i (1_i)2n
(l)xn_n+1 (V)anw
. i . V2. n o,
(ii) Xn=2n+r—l (vi) Xn = 5= —|—n+ll”
LA 2 (VL
(i11) x"_n+1+1—i\/ﬁ (vii) XHZT
. N (viii) x, = (n+3)(vV3—i)"
(iv) x, = ; n (2n2+1)2n

% Exercice I1.9. Soit Q C R. On définit I’ensemble des fonctions bornées de Q vers

R comme

BQRY):={f: Q= R:3IRER, Vx€ Q, [f(x)| <R}



11.3 — Exercices 97

Montrez que % (muni de 1’addition et de la multiplication usuelles) est un espace
vectoriel. Pour f € 4, on définit | f|e := sup,.q|f(x)|. Montrez que || est une
norme sur 4. Calculer la norme de chacune des fonctions suivantes :

m f(x) =sinxsur Q= [—n/2,7/2];

mg(x)=|x—1|+1surQ=[-1,2];

m h(x) =" sur Q =[-2,0].
Montrez que I’espace %8 muni de || est complet (indication : si (f;,) est de
Cauchy dans 4, alors, quel que soit x € Q, ( In (x)) est de Cauchy dans R).

j% Exercice I1.10 (janvier 2002). Etudiez la convergence des suites suivantes et cal-

culez leur limite, si elle existe. Justifiez vos réponses.

20— 1\n
lan:2+( l7 )

(= (2n+1)"(n*+4) sinn
BRAAE W 2n3(4n2+3)3 7 n?

Exercice I1.11 (janvier 2002). Soient deux normes ||+||1 et ||+||» définies sur R,
Supposons que ||<||; et ||+||2 sont équivalentes. Montrez que, si une suite (x,),cn
est de Cauchy pour ||+||1, alors elle I’est également pour ||+||,.

ﬁ%’é Exercice I1.12 (mars 2003). Soita € RN, r >0, > 0 et ||-|| une norme sur RV,
Complétez les égalités et équivalences suivantes afin qu’elles soient vraies.

By (a,r) = {x : }
By [ar] = {x : }
x € By (a,r) &
x € Byyla,r] &

Soit A C RY. Considérons les deux propriétés suivantes :
(i) 3r>0, B (0,r) CA
(i) 37 >0, BH.H[O,I”/] CA

Montrez, en détaillant votre raisonnement, que (i) < (ii).

% Exercice II.13. = Soit ||-|| une norme sur RY, x € RY et r > 0. Prouvez que la
boule By, [x, 7] est convexe.
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» Déduisez-en que |-|, ne peut étre une norme pour p < 1. (Pour vous aider,
B|,[0,1] pour p < 1 est tracée a la figure 11.8.)

1 T T

-1 -0.5 0 0.5 1

FIGUREIL8 - By [0,1] pour p <1

1

» n’est pas nécessairement une norme. Définissons, par exemple, f(x) :=
1/2

z@ Exercice II.14. La moyenne géométrique x — 4/||x||1||x||2 de deux normes

et
1/2
’xll/

|x|es ©. f m’est pas une norme car, bien qu’elle satisfasse les propriétés (i)
et (i1) de la définition II.1, la propriété (iii) n’est pas vérifiée. Prouvez ces affir-
mations. Pour vous aider concernant 1’inégalité triangulaire, voyez son lien avec
la convexité des boules (exercice 1I.13) et utilisez la figure I1.9 qui représente la

boule unité pour f dans R.

FIGURE I1.9 — Boule pour la moyenne géométrique de |-|; et ||«
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s Exercice IL.15 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1,+oo] telsque 1/p+1/g=

ds 1. Prouvez que,

vr,y €RY, - |(xly)] < [xlplylg- (I1.2)

INDICATION : On peut supposer sans perte de généralité que 1 < p < g < H-oo.
Commencez par le cas p = 1, ¢ = 4oo. Ensuite, pour p,q € |1, 4o, prouvez I’iné-
galité de Young :

vEmER, |En <LEP+Ln)e

en montrant que la fonction [0, +oo[ — R : & — En — EP/p atteint son maximum
en nl/ (P=1) (si vous avez besoin de rappels sur la dérivée voyez le chapitre VI).
Pour x = (x1,...,xn) et y = (y1,-..,yn), appliquez ’inégalité de Young a & =
xi/|x|p et 1 =yi/|y|q et sommez sur i.

% Exercice I1.16. En utilisant 1’inégalité de Holder (II.2), prouvez que, si p,q €
[1,4oo] sonttelsque 1/p+1/g=1,0na

Vx € RV, max (y|x) = |x|,
Mq<1

w4 Exercice I1.17. Prouvez que ||, est une norme si p > 1.
. INDICATION : Tout d’abord montrez que ||, : RY — [0, +oo[ vérifie les deux pre-

mieres propriétés de la définition II.1 (ce qui est facile). Reste I’inégalité triangu-
laire aussi appelée dans ce cas ci « inégalité de Minkowski ». Etablissez d’abord
que

N N
Yol il? < Y bl byl Y il i -3l
i=1 i

i= i=1

ey

puis appliquez I’inégalité de Holder aux deux sommes Zﬁvz ; du membre de droite.

«s Lxercice I1.18 (Fractals de Julia et Mandelbrot). On définit la famille de fonc-
 tions f, :C—>C:z+— 224 cotceCestun parametre. A un zp € C on associe

son orbite (z.)nen par f, définie par

Zc¢,0 = 20
Zen+1 = fc (an)
On s’intéresse a 1’ensemble J. des zp pour lesquels la suite (z.,)neN DE converge

pas vers o : J, := C{zo €C: lzen| =z oo}. J.. est appelé I’ensemble plein de
Julia de f,.
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= Montrez que, si |z.,| > 2 pour un certain n, alors |z ,| ——==* o. On a donc
Jo:={z0€C:VneN, |z.,| <2}.

m Grice au résultat précédent, écrivez un algorithme qui permet de tracer J, aussi

précisément que 1I’on veut.
L’ensemble J. est un fractal sauf pour ¢ = —2 et ¢ = 0 (il est facile de voir que Jy =
B[0, 1]). L’ensemble de Mandelbrot est I’ensemble des ¢ € C tel que z¢ ——=> o
au départ de z. o = 0. Celui-ci est tracé a la figure IL.13.

1.5 - 1 1.5

8.5 -

-0.5 |

-1.5 1 -1.5

FIGURE I1.10 — 170,123+0,745i FIGURE II.11 — J70,39170.587i
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1.5 -

8,5

-8.5 -

-1.5

-2

-1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.

FIGURE II.12 - J_¢ 75

5

2
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1.5 -

1k

8,5 -

al

-8.5

-1}

-1.5

-2

L L L L L L L
-2 =-1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.5 2

FIGURE II.13 — Ensemble de Mandel-
brot






Chapitre 111

Notions de topologie

Nous allons nous intéresser ici a la relation entre les ensembles et la conver-
gence des suites. Ce faisant, nous définirons des notions qui ne sont pas liées a une
métrique (une maniere de mesurer les distances) particuliere mais qui expriment
des relations liées a une notion abstraite de proximité. D’ou le nom de topologie

(de topos : lieu et logos : langage).

III.1 Intérieur, adhérence, ouvert, fermé

Considérons une suite convergente (x,) dans un intervalle |a,b|. La propo-
sition I.14 nous dit que sa limite se trouve dans |a,b| ou dans {a,b} — qui est
le bord de ]a,b[. Ceci est-il juste un cas particulier ou au contraire un exemple
représentatif ? Et comment définir le bord d’un ensemble de RY ? Si 1’ensemble
est simple, comme par exemple By (0,1), c’est facile : son bord est la sphere
unité Sy := {x € RV : ||x|| = 1}. Mais cela a-t-il encore un sens de parler du bord
d’un ensemble plus complexe, voire tres irrégulier ? Si 1’on se base sur I’exemple
de I'intervalle, il est plus facile de définir I’ensemble « avec son bord » que le
bord tout seul — [a, b] est I’ensemble des limites des suites convergentes de |a, b|.
C’est ce que nous allons faire. Si A est un sous-ensemble de R, nous définissons
« A avec son bord », ou techniquement 1’adhérence de A, comme 1’ensemble des
limites des suites convergentes de A (voir figure III.1), c’est-a-dire I’ensemble A
lui-méme auquel on a ajouté tous les points qui « collent » a A.

Intéressons nous maintenant a un concept apparenté : I’intérieur d’un ensem-

ble. On a envie de dire qu’on est a I’intérieur d’un ensemble si on n’est pas sur son

103
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bord, c’est-a-dire si on a un peu d’espace autour de soi. Par exemple, on a envie
de dire que x est a I'intérieur de A sur la figure III.2 car non seulement c’est un
point de A mais toute la zone grisée autour de lui est aussi dans A. Qu’est-ce que
cela a a voir avec la notion de convergence ? La figure I11.2 le montre : un point
x est a I’intérieur d’un ensemble si n’importe quelle suite convergeant vers x finit
par entrer dans ’ensemble. Autrement dit, si x,, — x, alors x,, € A lorsque n est
grand. Au contraire, le x’ de la figure II1.2 est sur le bord et non pas a I’intérieur

.,..,‘.x’ ¢ adhA

:H\

...l (X € intA intA Z x/

A3

adhA > x

FIGURE III.1 — Adhérence FIGURE II1.2 — Intérieur

de A et il existe une suite (x],) qui converge vers lui sans jamais entrer dans A. Les

définitions formelles qui suivent devraient maintenant vous paraitre naturelles.

Définition ITL.1. Soit A C RN. L intérieur de A, noté intA, et I'adhérence de A,
noté adhA, sont les sous-ensembles de RY définis par

intA := {x € RN:V(xn)nel CRN, x, > x=3ng €N, Vn > ng, x, EA}

adhA = {x € RY : 3(xp)ner C A, x, —x}

D’ autres notations répandues sont A pour I’intérieur de A et A pour I’adhérence

de A. Comme on s’y attend d’apres les intuitions données, on a
intA C A C adhA.

Pour la premiere inclusion, étant donné x € intA, on peut considérer la suite con-
stante (x,) = (x),eny € RN qui converge vers x et qui, selon la définition d’in-
térieur, doit vérifier x,, € A pour n grand, d’ou x = x,, € A. La seconde inclusion
se montre de maniere similaire : si x € A, la suite constante (x),cny C A converge
vers x et donc x € adhA.
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D’apres les dessins, le bord d’un ensemble est ce qu’il faut ajouter a I’intérieur

pour avoir I’adhérence. C’est ce que nous allons prendre comme définition.

Définition IIL.2. Le bord ou la frontiére d’un ensemble A C RY est I’ensemble
(adhA)\ (intA).

Les inclusions intA C A C adhA situent I’ensemble A par rapport a intA qui ne
comprend aucun point du bord, et adhA qui les inclus tous. Les deux cas d’égalité

sont importants.

Définition II1.3. Soit A C RY. On dit que A est ouvert si A = intA et que A est
fermé si A = adhA.

Ainsi un ensemble ouvert est un ensemble qui n’a pas de bord et donc dont
tous les points ont un peu d’espace autour d’eux (de taille variable selon le point).
Un ensemble fermé contient toutes les limites des suites convergentes qui sont
dans cet ensemble. Autrement dit, les limites ne peuvent pas « s’échapper » d’un
ensemble fermé.

La définition de I’intérieur traduisait en termes de suites le fait qu’un point x
intérieur a un ensemble avait « de la place » autour de lui. Mais on pourrait vouloir
exprimer cela directement en disant qu’il y a une petite boule B(x,r) centrée en
x et qui est dans A (voir figure 11[.4). De méme, le fait qu’un point x soit dans
I’adhérence d’un ensemble A, qu’il « colle » a A, peut s’exprimer en termes de
boules en disant que toutes les boules B(x, r) centrées en x, méme les trés petites,

intersectent A (voir figure III.3). Ceci nous mene naturellement a prouver :

FIGURE II1.3 — Adhérence FIGURE II1.4 — Intérieur

Proposition IIL4. Soit A C RN, x ¢ R et ||-|| une norme sur RN. Les équivalences

suivantes sont vraies :
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m x €intA < Jr >0, B||.||(x,r) CA;
m x € adhA & Vr >0, BHAH(X,}’) NA # @.

Remarquez qu’a priori, les propriétés a droite des signes « < » dépendent de
la norme qu’on consideére. Comme elles sont équivalentes a celles de gauche, ce
n’est pas le cas. En fait, puisque toutes les normes sur RY sont équivalentes et
puisque I’équivalence de normes se traduit en inclusions de boules, il est facile de
montrer directement (faites le !) que les propriétés a droite des symboles « < »
sont équivalentes pour toutes les normes sur RY. D’un point de vue pratique, cela
permet de choisir la norme, et donc la forme de la boule, la mieux adaptée a la

situation.

Démonstration. 11 faut montrer deux équivalences, c’est-a-dire quatre implica-

tions.

m Supposons que x € intA. Nous voulons montrer qu’il existe un r > 0 tel que
B||.||(x,r) C A. Supposons au contraire que ce ne soit pas possible, c’est-a-dire
que

Vr>0, Iy A, [ly—x| <r

(la non-inclusion de B (x,r) dans A dit qu’il existe un y qui appartient a la boule
mais pas & A). En choisissant r = 1/n, n € N\ {0}, on trouve un y, ¢ A tel que
lyn —x|| < 1/n. Comme n est quelconque, on a en fait une suite (y,),>1 € RV,
Puisque ||y, —x|| < 1/n — 0, on a y, — x. Mais le fait que x € intA implique, par
définition, qu’il existe un ng € N tel que, si n > ngp et en particulier pour n = ny,
yn € A. Ceci contredit le fait que, par construction, aucun des y, n’appartient a A.
= Supposons que By (x,r) C A pour un certain r > 0 et montrons que x € intA.
Soit (x,)ner une suite qui converge vers x. On veut prouver qu’elle finit par rentrer

dans A. Par définition de x,, — x, on a
dng € N, Vn = no, ||x,—x|| <r/2<r.

Comme ||x, —x[| < r implique que x, € By, (x,r) C A, on a fini.

= Supposons maintenant x € adhA. Soit r > 0. Montrons que By (x,r)NA # @.
Par définition de 1’adhérence, il existe une suite (x,),e; C A telle que x, — x. De
la définition de convergence, on déduit que, pour n suffisament grand, ||x, —x|| <
r/2 < retdonc x, € B(x,r). Dés lors x,, € B(x,r) NA et cet ensemble ne peut étre

vide.
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= Pour finir, supposons que Vr >0, By | (x,r)NA # & et déduisons que x € adhA.
En prenant r = 1/n, n > 1, dans ’hypothése, on construit une suite (x,),>; C
A telle que x, € By(x,1/n) pour tout n. Des lors [lx, —x[| < 1/n — 0 ce qui
implique que x, — x et donc x satisfait la définition de x € adhA. [

Exemple IIL.5. Nous allons montrer que
adh By (x,r) =By [x,7] et intBy[x,r] =By, (x,7).

Si (yn) € B(x,r) est une suite convergeant vers y, alors ||y, — x| — ||y — x|| et,
puisque ||y, —x|| < r pour tout n, il s’ensuit que ||y —x|| < r. Nous venons de
montrer que adh B (x,7) C By [x,7]. Pour I'inclusion inverse, prenons y € B[x, 7]
et considérons y, := (1 —1/n)y. Vuque ||y,|| = (1 —1/n)||y]| < ||y|| < r, onaque
yn € B(x,r). Bien sir, y, ——>y.

Soit y € intB[x, r] et montrons que y € B(x,r). Si y =x, il n’y a rien a faire.
Reste le cas y # x. Le fait que y soit a I’intérieur implique que B(y,p) C Blx, 7]
pour un certain p > 0.Onay+6(y—x) € B(y,p) C Blx,r], avec § := m, et
donc (1+9)|ly —x|| < r. Comme 1 < 1+ 8, cela implique ||y —x|| < r comme

désiré. Inversément, si y € B(x,r), alors B(y,p) C B[x,r] avec p :=r— ||y —x||, ce

qui montre bien que y € intB|[x, r].

Corollaire IIL.6. Soit A un sous-ensemble de RY et ||-|| une norme sur RN. Les
équivalences suivantes sont vraies :
m Aestouvert = Vx €A, Ir >0, By (x,r) CA;

m A est fermé < Vx € RV, (Vr>0, By (x,r)NA #@) =xE€A.

Démonstration. Les formules a droite des symboles d’équivalence expriment re-
spectivement que A C intA et adhA C A. ]

Exemple IIL7. B (x,r) est ouverte et B, [x, 7] est fermée. Ceci explique les
noms donnés a ces boules.

B(x,r) est ouverte car, siy € B(x,r), alors B(y,p) CB(x,r)ou p := (r—||y—
©[)/2. En effet, si 2 € B(y, ), alors |1z — ]| < [lz— y]| +|ly—x| < p+ |y — ]| =
(r+lly—=xl)/2 <r.

Pour que Blx, r] soit fermé, il suffit que adhB[x, ] C B[x, r]. Soit y € RY pour
lequel il existe une suite (y,) C B[x, 7] telle que y, — y. Il faut voir que y € Bx, r|.
Par hypothese, ||y, — x|| < r pour tout n. En passant a la limite, on trouve ||y —x|| =

limy,—seo||yn — x|| < 7.



108 Chapitre III — Notions de topologie

Exemple ITII.8. Comme cas particuliers de ce que nous avons fait ci-dessus, |a, b|
est un sous-ensemble ouvert de R, [a,b] est un sous-ensemble formé, adh|a,b| =
[a,b] et int[a,b] = ]a,b[. En effet, |a,b[ = By ((a+b)/2,|b—al/2) et |a,b] =
B|.| [(a+b)/2, |b—a‘/2].

Lemme IIL9. Soient A et B deux sous-ensembles de RN. Si A C B alors intA C
intB et adhA C adhB.

Démonstration. Six € intA, cela veut dire qu’il existe un » > 0 tel que B(x,r) CA
et donc B(x,r) C B, ce qui implique que x € int B.

Soit x € adhA. Pour montrer que x € adhB, prenons un r > 0 arbitraire et
établissons que B(x,r) "B # @&. C’est le cas car, par hypothése, B(x,r) VA # &
et B(x,r)NA C B(x,r)NB. O

Avant d’aller plus loin, établissons une forme de dualité antre I’intérieur et
I’adhérence qui nous permettra de déduire d’un énoncé sur I'un des deux, un

énoncé sur ’autre.
Proposition II1.10. Pour tout A C RY, adhA = CintCA et intA = CadhCA.

La seconde égalité est une conséquence de la premiere : celle-ci avec CA au
lieu de A implique adhCA = CintCCA = CintA et il suffit de prendre le complé-
mentaire des deux membres de 1’égalité.

Réécrivons adhA = 0intCA comme CadhA = intCA. Cette égalité est intuitive-
ment vraie. En effet, si un point x n’est pas dans 1’adhérence de A, s’il ne colle
pas a A, c’est qu’il a un peu d’espace autour de lui dans le complémentaire de A,

c’est-a-dire qu’il est dans I’intérieur de CA (voir figure II1.5).

Ca .
x € intCA

FIGURE IIL.5 — CadhA = intCA
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Démonstration. Nous allons utiliser les caractérisations équivalentes de 1’inté-
rieur et de 1’adhérence données par la proposition ITI.4. Quel que soit x € RV,

on a

x € CintlA & —(x € intCA)
& =(3r>0, B (x,r) CCA)
& =(Ir>0,VyeBy(x,r), y¢A)
S Vr>0, Iy eB)(x,r), yEA
& Vr>0, By (x,r)NA#2
& x € adhA []

Cette dualité existe aussi entre les ensembles ouverts et fermés.
Corollaire ITL.11. Soit A C RN. A est ouvert si et seulement si CA est fermé.

Bien évidemment, en remplagant A par CA, on a aussi que A est fermé si et

seulement si CA est ouvert.
Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition III.10. U

La proposition suivante montre que les opérateurs « int » et « adh » sont idem-

potents.
Proposition IIL12. Soit A C RY. int(intA) = intA et adh(adhA) = adhA.

Démonstration. Montrons que int(intA) = intA. Comme int(intA) C intA, il suffit
de prouver I’inclusion inverse. Soit x € intA. Il faut montrer qu’on peut trouver un
r > 0 tel que

B(x,r) C intA.

Comme x € intA, il existe un p > 0 tel que B(x,p) C A. Prenons r:= p /2. Soity €
B(x,r). Il faut prouver que y € intA. Ce sera le cas si on établit que B(y,p/2) C A.
Soit z € B(y,p/2). Puisque ||z — x| < ||z—y|| + ||[y—x|| < p/2+r = p, on a bien
z € B(x,p) C A (voir figure IIL.6).

Le cas de I’adhérence se déduit par dualité. En effet, I’égalité adh(adhA) =
adhA est équivalente 2 Cadh(adhA) = CadhA, c’est-a-dire int(intCA) = intCA ce
qui est vrai d’apres la premicre partie. [
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B(y,p/2)

B(x,p)

FIGURE IIL.6 — int(intA) = intA

Les autres combinaisons des opérateurs « int » et « adh » peuvent don-
ner de nouveaux ensembles. Par exemple, intA C int(adhA) — en appliquant le
lemme II1.9 a A C adhA — mais on n’a pas nécessairement 1’égalité. Consid-
érons A =|—1,1[\ {0}. Il est aisé de voir que cet ensemble est ouvert, c’est-a-dire
que intA = A. Montrons que adhA = [—1, 1]. Clairement, comme A C [—1,1] et
que [—1,1] est fermé, adhA C [—1,1]. D’autre part, comme A C adhA, il reste a
montrer que —1,0,1 € adhA. C’est le vas car ces trois nombres sont les limites
respectives des suites (—1+ 1/n),>2, (1/n),>2 et (1 —1/n),>2 qui sont dans A.
En conclusion A = intA ¢ int(adhA) =]—1,1].

II1.2 Union et intersection

Intéressons nous maintenant au comportement de ces opérations vis a vis de
I’union et de I’intersection. Commengons par préciser la terminologie.

Définition I11.13. Une famille de sous-ensembles de RY est une fonction
A— ZRY): a— By

oll A est un ensemble et Z(RV) est I’ensemble des parties de RY. On emploiera

souvent la notation (Bg)gea- On dira que la famille est finie si A est fini.

Proposition IIL.14. Soit (By)ca une famille de sous-ensembles de RY. Alors
u 1nt< U Ba) Q U intBa N
acA ocA

u int( ﬂ Ba> - m intBy et on a l’égalité si A est fini ;
acA ocA
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= adh( () Ba) C () adhBa;

acA acA
" adh( U Ba> 2 U adh By, et on a l’égalité si A est fini.
acA acA

Démonstration. w Six € |JyeqintBg, cela veut dire que x € intBg+ pour un cer-
tain a* € A et donc il existe un r > 0 tel que B(x,r) C By+. Dés lors B(x,r) C
Uaea Ba et par conséquent x € int(UaeA Ba).

w Six€int(Nges Ba). il existe un r > 0 tel que B(x,r) C geq Ba. Des lors, quel
que soit & € A, B(x,r) C By et donc x € int By Par conséquent, x € (¢4 intBg.

Supposons maintenant que x € (yc4intBy et que A soit fini. Par définition,
quel que soit & € A, il existe un ro > 0 tel que B(x,r¢) C Bg. Posons r:=min{ry :
o € A}. Puisque B(x,r) C B(x,ry) C By pour tout o, on déduit que B(x,r) C
Neca Ba et donc que x € int(Ngeq Ba)-

m Les deux autres affirmations se déduisent des premieres par dualité. Détaillons

celle qui concerne I’intersection. Vu les équivalences

adn( () Ba) C () adhBo < Cadh( () Bo) 2C ) adhBe
acA acA

acA acA
int(C () Ba) 2 | CadhBg
acA ocA
@int( g BBa> > | J intCBq
ocA acA
et le fait que les derniere formule est vraie par les propriétés de I’intérieur, la

premiere formule de la chaine d’équivalences est aussi vraie. [

Remarque 111.15. Cette proposition est optimale au sens ou les inclusions non
énoncées ne sont pas toujours vraies.
Pour Iintérieur de I’union, considérons B; = [—1,0] et B, = [0, 1]. On a sans

peine (faites les justifications !) que
]—1, 1[2 int(31 UBQ) 2intByUintB; = ]—I,O[U]O, 1[ = ]—1, 1[\{0}

Pour I’intérieur de I’intersection, il faut montrer qu’on n’a pas nécessairement
I’égalite si A est infini. Considérons B, :=|—1/n,1/n[, n € A := N\ {0}. Claire-
ment (,c4 Bn = {0}. En effet, 0 € B, pour tout n, d’ot 0 € (B, et, si x € (\B,,
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alors |x| < 1/n pour tout n d’ou, en passant a la limite n — +oo, on trouve que
x=0.0nadonc @ = int(N,es Bn) & Nuea intBy = N,eq B = {0}

Des exemples qui montrent qu’on n’a pas toujours 1’égalité pour les deux
dernieres inclusions se trouvent par dualité de ceux ci-dessus. Nous invitons le
lecteur a écrire le détail de cet argument de dualité et/ou a chercher ses propres

contre-exemples.

Comme d’habitude, ce qui est prouvé sur I’intérieur et I’adhérence a des con-

séquences pour les ouverts et les fermés.

Corollaire ITL.16. Si (Oy)qca est une famille d’ouverts de RY, alors

n U O est ouvert;
acA

n ﬂ O est ouvert si A est fini.
oA
Si (Fy)aea est une famille de fermés de R, alors

n ﬂ Fy est fermé ;
ocA
n U Fy est fermé si A est fini.
acA
Une famille d’ouverts (resp. de fermés) est bien entendu une famille de sous-

ensembles qui sont tous ouverts (resp. fermés).

Démonstration. La proposition précédente implique que int(|JOy) 2 JintOy =
JOg. Comme par ailleurs I’intérieur d’un ensemble est toujours inclus a cet en-
semble, on a int(|JOgy) = JOq.

Pour I’intersection d’ouverts, la proposition précédente nous donne de suite la
réponse : int((O0q) =NintOy =) Og.

Les affirmations sur les fermés se déduisent par dualité. (Le lecteur est invité

a en imaginer une preuve directe.) [

II1.3 Densité

Terminons cette introduction a la topologie en introduisant quelques notions
d’usage fréquent.

Tout d’abord, parlons de la densité. Un ensemble A est dit dense dans B s’il est
« presque partout » présent dans B, c¢’est-a-dire si tout point de B peut étre « bien



I11.4 — Voisinages 113

approximé » par des points de A. En d’autres mots, pour tout b € B, il existe une
suite (a,) C A telle que a, — b. Plus succinctement, on peut définir la densité
comme suit.

Définition ITL.17. Soient A et B deux sous-ensembles de RY. On dit que A est
dense dans B si et seulement si A C B C adhA.

Par exemple, la proposition 1.62 dit que (Q est dense dans R. Le lecteur pourra
facilement vérifier que Q" est dense dans RY. L’intérét de la densité est que si une
propriété ou une fonction est définie sur A, que celle-ci est suffisament « continue »
et que A est dense dans B, alors on peut en général I’étendre a B. Cette démarche
a été abondamment utilisée a la section §6 ou on a étendu diverses propriétés et

fonctions de Q a R. Elle le sera de nouveau dans des cours d’ Analyse plus avancés.

II1.4 Voisinages

Finalement, abordons la notion de voisinage. D’apres le terme, si V est un
voisinage d’un point x, c’est que x a un peu d’espace autour de lui. Plus précisé-
ment :

Définition IT1.18. Soit V C RY, x € RN et ||-|| une norme sur R". On dit que V
est un voisinage de x si il existe un r > 0 tel que B (x,7) C V.

Une fois de plus, I’équivalence de toutes les normes sur RY fait que la notion
de voisinage est indépendante de la norme. D’ailleurs, V est un voisinage de x si
et seulement si x € intV. On peut alors dire qu’un ouvert est un ensemble qui est
un voisinage de chacun de ses points.

Les voisinages sont fort flexibles : a part x € intV, on n’impose pas de forme
aV —e.g., que V soit une boule — ni de propriétés du type V ouvert, fermé,...
Les voisinages offrent néanmoins un langage naturel pour exprimer les propriétés
topologiques. Bien souvent les boules peuvent étre remplacées par des voisinages.
[’avantage de ceux-ci est qu’ils ne dépendent pas d’une norme sous-jacente. Pour

appuyer I’affirmation ci-dessus, intéressons nous aux deux propositions suivantes.
Proposition ITL.19. Soit (x,)nc; C RN et x € RN. Alors x,, — x si et seulement si

YV voisinage de x, Ing € N, Vn > ng, x, € V. (IIL.1)
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Démonstration. Condition nécessaire. Supposons que x, — x et montrons (IIL.1).
Soit V un voisinage de x. Par définition, il existe un r > 0 tel que B (x,7) C V.
Par définition de x, — x, il existe un n; € N tel que Vn > ny,||x, — x|| < r/2.
Prenons ng := ny. Sin > no, ||x, —x|| < r ce qui implique x, € B (x,r) C V.
Condition suffisante. C’est évident car dans la définition de convergence
[[xn — x|| < r peut étre interprété comme x, € B, [x,r] et B|[x,r] est un voisi-

nage de x. O

Proposition IT11.20. Soit A C RY et x € RN. On a les équivalences suivantes :
m x € intA < 3V voisinage de x, V C A ;

» x € adhA < VYV voisinage de x, ANV # Q.
Démonstration. Laissée au lecteur. L]

Dans cette section, nous sommes partis de la notion de convergence pour
définir I’intérieur et I’adhérence. Ces propositions montrent qu’on aurait pu tres
bien commencer avec la notion de voisinage.

De maniere équivalente, on aurait pu commencer avec le concept d’ouvert.
C’est d’ailleurs ce qu’on fait lorsqu’on aborde la topologie de maniere générale.
On commence par se donner les ouverts d’un espace — qui doivent vérifier les
propriétés du corollaire III.16 — et, a partir de ceux-ci, on définit les fermés
en prenant leur complémentaire, les notions d’intérieur, d’adhérence, de conver-
gence,... Pour nous persuader que c’est possible, examinons la proposition suiv-

ante.

Proposition ITL.21. Soit A C RY. L’intérieur de A est le plus grand ouvert O
inclus a A au sens ot
m OCAet

n s5i O est un ouvert inclus a A, alors O' C O.
L’adhérence de A est le plus petit fermé F contenant A au sens o
m FDOAet

n si F' est un fermé contenant A, F' D F.

Remarque 111.22. Le plus grand ouvert inclus a A existe : il suffit de prendre 1’u-

nion de tous les ouverts inclus a A,

0:= U{O’ : 0" ouvertet O' CA}.
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C’est encore un ouvert en vertu du corollaire III.16.

Démonstration. Montrons que O := intA est le plus grand ouvert de A. Tout
d’abord, O C A. Ensuite, si O’ C A est un ouvert, le lemme II1.9 implique que
O =int0' CintA = O.

Les affirmations sur les fermés se déduisent par dualité. O]

III.5 Exercices

Exercice IIL.1. = {2} est-il un ensemble ouvert ? Fermé ? Justifiez.

&

m [0, 1] est-il un ensemble ouvert ? Fermé ? Justifiez.

m |0, 3] est-il un ensemble ouvert ? Fermé ? Justifiez.

We Exercice IIL2. = Montrez que |a,b|, avec a,b € RU {—co, 4o}, est ouvert.

= Montrez que [a,b], avec a,b € R, est fermé.
Exercice II1.3. Montrez que adh]|—3,5] = [—3,5] et int]—-3,5] =]-3,5].
Exercice IIL.4. Les ensembles @, R, N, Z, QQ sont-ils ouverts ? Fermés ? Justifiez.

Exercice IIL.5. L’ensemble {(a,b)} ol a,b € R est-il ouvert ? Fermé ?

W Exercice IIL.6. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ? Fermés ?
m A ={xeR: x> <x}

m Ay ={(x,y) ER?:4x—y=5}

m Az ={(x,y) ER*:0< x <y}

n Ay ={(x,x’) eR?:x € R}

m As ={(x,y) eR:|x| < 1}

n Ag={i:neN\{0}}

%

Exercice IIL.7. Montrez que [—1,2] x [—4,—3] est un ensemble fermé.

Exercice IIL9. Montrez que B, ((—=2,1),3) est un ensemble ouvert.

Exercice ITL.10. Soit f : R — R une fonction continue. Posons E := {x € R :

5% Exercice IIL.8. Montrez que B|,|,[(=2,1),3] est un ensemble fermé.

) < 4}. Montrez que E est un ensemble fermé.



116 Chapitre III — Notions de topologie

ﬁ%i Exercice ITL.11. = Si O estun ouvert de RN et xo € RV, alors O\ {x} est encore

un ouvert.

= Si O est un ouvert et F un fermé de RV, alors O \ F est encore un ouvert et

F\ O est encore un fermé de RV,

% Exercice IIL.12. = Prouvez que 7 - Q est dense dans R.
= Prouvez que {(x,y) € R?: Ja € Q, y = ax} est dense dans R?. (Interprétez

géométriquement ce fait.)

% Exercice IIL.13. Soit p(x) = ap+ax+ -+ a,x" avec a, #0 et Vi =0,...,n,
a; € R.Posons E={xe€R:p(x) =0}, F ={x e R:sinx#0} et

G={xeR:p(x)- sinx #0}.
G est-il ouvert ?

# Exercice III.14. Si f: [a,b] — R est constante sur [a,b] alors f est croissante sur

> [a,b]. Qu’en est-il si on on considere un intervalle ouvert |a,b| ?

Exercice II1.15. Soient a,b € R. Montrez qu’il existe une fonction f : [0,1] —
[a, b] continue, bijective, et telle que son inverse f ~1 soit continue (une telle fonc-

tion s’appelle un homéomorphisme).

Exercice II1.16 (juin 2007). Soit A C RY. Montrez que « A est borné » est équiv-
alent a
dp>0,VxeA, AC BHH [x,p] (I11.2)

Exercice II1.17 (juin 2007). Soit (x,),cny € R une suite bornée. Montrez 36 >
0, Vn e N, |x,| <x,+ 0.

Exercice I11.18 (aotit 2007). Montrer que A C RN est borné si et seulement si

V(xn)neny CA, IR> 0, Vn e N, ||x,|| <R (I11.3)

% Exercice II11.19. Nous savons qu’une intersection finie d’ouverts est encore ou-

> verte. Montrez que ce n’est plus vrai en général pour une intersection infinie.
(Indication : pensez a faire simple, en particulier a ce qui se passe en dimension

un pour Commencer.)
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% Exercice II1.20. Soit f: R — R une fonction continue. Supposons que
VieR, JkeZ, f(t) €k,k+1].
Prouvez que Jk € Z, Vt € R, f(¢t) € |k,k+1].
% Exercice IIL.21. Soit A C RY. On définit la distance de x 3 A comme le nombre
dist(x,A) ;= inf{|x —a| :a € A}.

Démontrez que si A # &, dist(x,A) € [0, +oo].

= Montrez que A—¢ := {x € R : dist(x,A) < €} est un ensemble ouvert con-

tenant A.
= Prouvez que x — dist(x,A) est une fonction continue.

Prouvez que Ace := {x € RV : dist(x,A) < €} est un ensemble fermé con-

tenant A.
» Justifiez le fait que : dist(x,a) = 0 < x € adh(A).
a Etablissez que Np=A<e = NeoA<e = adh(A).

j% Exercice ITL22 (aoiit 2006). Soit A C R. Etablissez que
(3r>0,VxeA,B(x,r) CA) & A=gouA=R
% Exercice II1.23 (mars 2008). On consideére les trois ensembles suivants :
E={(xy) eR*|x—2y=3}, F=B.,((1,1),2), G=]-1,1]
En utilisant la définition III.1 et éventuellement la proposition II1.4, dites si
(@) Vrai:[ ] Faux:[_| (5,1) estun point intérieur a E.
(b) Vrai:[ ] Faux:[ ] (1,1/2)estun point intérieur a F.
(c) Vrai:[ | Faux:[ | 1 estun point adhérenta G.
Justifiez vos réponses et détaillez vos calculs.
% Exercice II1.24. On considere les deux ensembles suivants :
A={xeR] X 4x41< 1}, B={(x,y) € R? | x4y —sin(xy) < 17}.

Pour chacun d’entre-eux, dites s’il s’agit d’'un ensemble ouvert, fermé et/ou borné.

Veillez a justifier vos affirmations avec suffisament de détails.






Chapitre IV

Limites de fonctions et continuité

IV.1 Limites

Notre but ici est de passer des limites de suites aux limites de fonctions. Pour
motiver ceci, repensons a I’exemple de I’introduction f(x) := sin(x) /x. Rappelons
que le graphique 1.3 montre que si x est proche de zéro alors f(x) doit étre proche
de 1. Pour donner un sens précis a cette assertion, on pourrait prendre une suite
X, — 0 et regarder si f(x,) — 1. Cependant, considérer une unique suite ne suffit
pas. Une suite ne peut parler que de certains x proches de 0, en aucun cas de tous
les x dans un voisinage ! de 0. Il est donc nécessaire de regarder, pour n’importe
quelle suite (x,),er qui tend vers 0 si f(x,) — 1. Si c’est le cas, nous dirons que 1
est la limite de f(x) lorsque x tends vers 0. Une remarque avant de donner la
définition formelle : pour pouvoir parler de la limite de f en 0 nous avons pris des
suites du domaine de f qui convergaient vers 0. Si de telles suites n’existaient pas,
la démarche n’aurait pas grand intérét ! Par exemple, un fonction f(x) définie pour
x € [0, 1] ne nous permet pas de dire grand chose sur le point x = 2! 1l faut donc
que le point auquel on veut calculer la limite soit dans 1’adhérence du domaine.
La définition suivante permet la subtilité supplémentaire de spécifier une direction
(en contraignant les suites a appartenir a un ensemble A) dans laquelle on prend
la limite.

1. En effet, un voisinage V de 0 doit contenir un intervalle du type |—¢€, €[. Un tel intervalle est
en bijection avec R (par exemple par la fonction ]—¢, €[ — R : x > tg(371x/€)) et est donc non-
dénombrable. Or I’ensemble {x, : n € I'} des valeurs d’une suite (x,),¢c; est au plus dénombrable
et ne peut donc pas recouvrir | —¢, €[, a fortiori V.

119
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Définition IV.1. Soit f : RN o RM une fonction, A C RN, a € adh(A NDom f)
et b € RM. On dit que f converge vers b lorsque x tend vers a dans la direction A,
symboliquement

f(x) =>bsix—a, xeA ou  f(x)=—=b

XEA

si, quelle que soit la suite (x,),e; € ANDom f convergeant vers a, f(x,) —=> b.

Notez que le b ne peut dépendre de la suite (x,)ncs. Lorsque A = RY, on
dit simplement « f converge vers b lorsque x tend vers a » et on omet les « x €
A » dans les écritures symboliques qui suivent. L’unicité du b qui satisfait cette
définition découle immédiatement de I'unicité de la limite pour les suites. On
I’appelle la limite de f(x) lorsque x tends vers a dans la direction A et, lorsqu’il
existe, on le note

lim £ (x).
XEA

Lorsque N = 1, deux cas particuliers de A sont intéressants. SiA ={x € R :x > a}

(resp. A = {x € R: x < a}), on parle de la limite a droite (resp. limite a gauche de

a et on note
lim /(x)  (resp. lim /(x)).
x>a x<a

On définit de la méme maniere les limites comprenant I’infini. Par exemple,
f(x) — oo lorsque x — oo si, pour toute suite (x, ),c; telle que x, — oo, ona f(x,) —
o0, Si N ou M valent 1, on peut méme distinguer entre +oo et —oo.

Les propriétés des limites de fonctions découlent immédiatement de celles sur
les suites. Par exemple, la proposition suivante est une conséquence directe de la
proposition 1.7.

Proposition IV.2. Soient f : RN o— RM et g : RN o— R? deux fonctions, A C RN
eta € adh(ANDom f NDomg), b € R¥, ¢ € R,
w Si P=M, alors f(x) —>betg(x) —=c=(f+g)(x) —b+c

xcA x€A ))chg
w Si P =1, alors f(x) —> b et g(x) —2> c = (fg)(x) —» bc.
X€EA XEA x€A
m SiP=1etc#0,alors f(x) —>betg(x) —= c= (f/g)(x) — b/c.

XEA XEA XEA
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Rappelons que les opérations de somme, produit et quotient de deux fonctions
f et g sont définies par

f+g:RY 5 RM: x— f(x)+g(x), Dom(f+g)=DomfNDomg
fg:RY 5 RY : x i f(x)g(x), Dom(fg) = Dom f NDomg

f/g:RY 5 RM x5 f(x)/g(x),  Dom(f/g) = Dom f{x € Domg: g(x) 0}
Mentionnons aussi une conséquence du corollaire I.11.

Proposition IV.3 (Convergence dominée). Soient f: RN o+ R g : RN o3 R, A C
R, a € adh(ANDomf) et ||-|| une norme sur RY. Supposons que ANDom f C

ANDomg et qu’il existe un voisinage V de a tel que
Vxe VNANDomf, | f(x)—al < gx).

Alors, si g(x) — 0 lorsque x — a,x € A, on a f(x) — a lorsque x — a,x € A.

Le fait que la convergence des suites ait lieu composante par composante
(proposition 1I.16) se transmet directement aux fonctions. Ceci est relativement
utile d’un point de vue pratique.

Proposition IV.4 (Convergence composante par composante). Soit f : RV o—
RM:x— f(x) = (fi(x),...,fm(x)), A un sous-ensemble de R", a € adh(AN
Dom f) et b = (by,...,by) € RM. L’équivalence suivante est vraie :

f(x) —=b & Vi=1,... .k, fi(x) — b;.

x—a x—a
XEA XEA

Nous n’énoncerons pas les autres propositions qu’on pourrait déduire de celles
sur la convergence des suites. Nous invitons le lecteur a passer ces dernieres en
revue et a écrire les énoncés correspondants pour les fonctions.

Rappelons une opération fondamentale sur les fonctions : la composition. La
composée go f de deux fonctions f : RY o— RM et g : RM o R” est définie par

gof:RNHRP:ngQC(x)),
Dom(go f) = {x € RV : x € Dom f et f(x) € Domg}.

Les limites se comportent vis a vis de la composition comme suit.
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Proposition IV.5. Soient f : RY o5 RM ¢ :RM o3> RP, ACRN, BCRM a4 c
adh(ANDom(go f)), b € adh(BNDom f) et ¢ € RF. §’il existe un voisinage V
de a tel que f(VNANDom(go f)) CBet

f(x) — blorsque x —»a,x €A, et g(y)— clorsquey— b,y € B

alors (go f)(x) — c lorsque x — a,x € A.

Démonstration. Soit (x,) C ANDom f une suite convergeant vers a. Il faut établir
que g(f(x,)) — c. Clairement (x,,) C ANDom f et donc par hypothese f(x,) — b.
Puisque x, — a, x,, € V pour n assez grand, disons n > ng. Des lors, x, € VAN
Dom(go f) et donc f(x,) € BNDomg. L’hypothése g(y) — ¢ implique alors que

8(f(xa)) = c. 0

La définition de la limite d’une fonction, f(x) ~— b, en termes de suites est
tres pratique pour prouver de nombreuses propriétés. Elle I’est moins lorsqu’il faut
parler de ce qui se passe pour tous les points dans un voisinage de a puisqu’une
unique suite ne peut recouvrir un tel voisinage. Nous allons proposer une défini-

tion équivalente qui nous facilitera la vie dans de telles situations.

Proposition IV.6. Soit f : RN o— RM une fonction, A CRY, a € adh(A NDom f),
beRM et

suivants sont équivalents :

|| deux normes sur RN et RM respectivement. Les trois énoncés

>

(i) f(x) = blorsque x —a, x €EA;
(ii) Ve > 0,38 >0, Vx cANDom f, |x—a| <8=|f(x)—b|' <e;
(iii) YV voisinage de b, AW voisinage de a, f(ANW) C V.

Démonstration. Nous allons prouver que (i) = (ii) = (iii) = ().

(1) = (i1). Supposons que (ii) ne soit pas vrai, c’est-a-dire que
Je>0,V8 >0, Ixc ANDomf, |x—al <Set]f(x)—b| >e.

En prenant 6 = 1/n dans cette formule, on trouve un x, € AN Dom f tel que
X, —al| < 1/n et ||f(x,) — b||’ > €. Ceci étant vrai quel que soit n € N\ {0},
on a en fait une suite (x,),>; € ANDom f qui converge vers a (en appliquant la
convergence dominée 2 ||x, —a|| < 1/n) et telle que Vn > 1, ||f(x,) — bl > €.
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L’hypothese (i) implique que f(x,) — b. Mais alors 0 = lim||f(x,) — b||’ > € ce
qui contredit la stricte positivité de €.

(i) = (iii). Soit V un voisinage de b. Par la définition d’un voisinage, il
existe un € > 0 tel que BH.H/(x,ZS) C V. Par (ii), il existe un 0 > 0 tel que

VxeANDomf, |x—a| <8=|f(x)—b|<e.
Ceci peut se réécrire comme
VxeANDomf, xe&B[a,d]= f(x)€B)[b,e]
ou encore comme (Voyez-vous pourquoi ?)
f(ANBya,6]) S By [b,e]

Posons W := B”,H/[b,e]. C’est un voisinage de a. De plus I’inclusion ci-dessus
implique que f(ANW) C By y[b,€] € B).|1(b,2¢) C V.

(iii) = (i). Soit (x,) C ANDom f une suite qui converge vers a. Il faut prou-
ver que f(x,) — b. Au vu de la proposition II1.19, cela revient 2 montrer que

YV voisinage de b, 3ng € N, Vn > ng, f(x,) € V.

Soit donc V' un voisinage de b. Par (ii1), il existe un voisinage W de a tel que
f(ANW) C V. Mais comme x, — a, la proposition III.19 implique qu’il existe un
n1 € N tel que

Vn>ny, x,eW.

Posons ng := ny. Sin > ngp, alors x, € ANW etdonc f(x,) € f(ANW)CV. O

Comme application de cette formulation équivalente de la limite « en €,0 »,
montrons que, si la limite dans différentes directions A; existe, qu’elle est indépen-
dante de la direction et que ces directions sont exhaustives, alors la limite (sans

contrainte de direction) existe.

Proposition 1V.7. Soit f : RY o RM, a € adh(Dom f) et b € RM. Supposons
qu’il existe des ensembles A; CRN, i=1,..., k tels que
» pour tout i, a € adh(A;NDom f) ;

m il existe un voisinage V de a tel que V N Dom f C Uf;lAi ;
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m pour tout i, f(x) — b lorsque x — a, x € A;.
Alors f(x) — b lorsque x — a.

Démonstration. Soit € > 0. Quel que soit i € {1,...,k}, il découle de f(x) — b
lorsque x — a,x € A; qu’il existe un §; > 0O tel que

Vx € A;NDomf, |x—all <& =|f(x)—b| <e. (IV.1)

D’autre part, comme V est un voisinage de a, il existe un & > 0 tel que
By i[a, 8] € By (a,28)) C V. Posons & := ming<;<x 6. Soit x € Dom f tel que
[x—all < 6. Comme x € B [a,6] C By, [a,00] CV,onaquexeVNDomf C
UY_, A;. Par conséquent, il existe un i tel que x € A;. Dés lors (IV.1) et ||x —a|| <
0 < §; impliquent que || f(x) —b||' < e. O

Remarque 1V.8. On aurait pu faire cette démonstration a partir de la définition en
termes de suites mais elle est moins évidente. En voici les idées.

Si (x,) € Dom f converge vers a, alors certainement x,, € V pour n suffisament
grand. Cependant, on ne peut pas dire qu’il existe un i tel que, pour tout n suffisa-

2

ment grand, x,, € A;. Tout ce qu’on peut affirmer ~ c’est qu’il existe une sous-suite

(x}) C (xn) etuni € {1,...,k} tels que Vn, x), € A;. Les hypotheses impliquent
alors que f(x/,) — b. Or on veut f(x,) — b ! Pour contourner la difficulté, on refait
la méme chose non pour (x,) mais au départ d’une sous-suite (x},) de (x,), ce qui
donne :

V(x,) € (), 3(x,) € (x), f(x) = b
La proposition I.18 permet alors de conclure.

Corollaire IV.9. Soit f : R o— RM et a € R tel que a € adh(]—eo,a[NDom f) et

a € adh(]a,+eo[NDom f). Si les deux limites limxzm f(x) et limx;m f(x) existent
x<a xX>a

et sont égales et qu’elles valent f(a) si a € Dom f, alors lim,_,, f(x) existe et vaut

cette valeur commune.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la proposition précédente avec A| = |—o0,a,
Ay =la, 4o et, sia € Dom f, A3 = {a}. O

2. En effet, supposons que x, € V pour n > ng. Si on pose [; := {n > ny : x, € A;}, on a que
{neN:nzny} = Uleli puisque n = ny = x, € Ué‘zlA,-. 11 faut donc qu’au moins un des A;
soit infini — sinon on aurait que {n : n > ng} est fini ! En numérotant les indices d’un tel A; en
respectant leur ordre, on trouve la sous-suite désirée.
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IV.2 Continuité

La notion de fonction continue vous a sans doute déja été présentée, du moins
de maniere intuitive. Vous €tes probablement familiers avec 1’affirmation selon
laquelle une fonction f : [a,b] — R est continue si on peut en tracer le graphe
« sans lever son crayon ». Ceci n’est évidemment pas une définition suffisament
précise pour que 1’on puisse en déduire rigoureusement quoi que ce soit ou pour
qu’elle permette de traiter des fonctions complexes. De plus elle ne vaut que parce
que f est définie sur un intervalle. En effet, f: [0,1]U[2,3] > R:x~— 1 est
continue mais son graphe ne peut étre tracé « sans lever le crayon » parce que son
domaine est composé de deux morceaux (plus précis€ément, son domaine n’est pas
connexe, voir section IV).

I1 faut donc détailler I’idée de fonction continue. Nous dirons qu’une fonction
f est continue en un point a si f(x) est proche de f(a) lorsque x est proche de a.
Autrement dit, si une suite (x,) converge vers a, on veut que f(x,) — f(a). Cela
donne lieu a la définition suivante.

Définition IV.10. Soit f : RY o— RM une fonction et ¢ € Dom f. On dit que f est
continue en a si f(x) — f(a) lorsque x — a.

Notez que pour pouvoir parler de la continuité de f en a, il faut que a € Dom f.
Comme définition équivalente, on peut prendre le fait que lim,_,, f(x) existe. En
effet, en considérant la suite constante (a),cn, qui est une suite particuliére con-
vergeant vers a, on conclut que la limite doit nécessairement valoir f(a).

La proposition I'V.2 implique que la continuité est préservée par les opérations

algébriques.

Proposition IV.11. Soient f : RN o RM et g : RN — RP deux fonctions continues
en a € Dom fNDomg. Alors,

msiP=M, f+g:RY o RM est continue en a;

msiP=1, fg: RN o RM est continue en a ;

wmsiP=1etg(a)#0, f/g:RN o= RM est continue en a.
La continuité est également préservée par composition.

Proposition IV.12. Soit f : RY o— RM une fonction continue en a € Dom f et
g : RM o RP une fonction continue en f(a) € Domg. Alors la fonction go f :

RN o R? est continue en a.
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition IV.5. [

Enfin, la proposition IV.4 nous permet de travailler avec les diverses com-

posantes de la fonction si c’est plus facile.

Proposition IV.13. Soit f : RY o RM ¢t a € Dom f. La fonction f est continue
en a si et seulement si toutes ses composantes f;: RN =R, i=1,...,M, sont

continues en a.

Le plus souvent, nous travaillerons avec des fonctions qui seront continues
partout. C’est une des premieres manieres que nous avons hd’exprimer qu’une
fonction est « lisse » ou possede une certaine « régularité ».

Définition IV.14. Nous dirons qu’une fonction est continue si elle est continue en

tout point de son domaine.

Si A C R", nous noterons I’ensemble des fonctions continues définies sur A et
a valeurs dans B C RM par

% (A;B) :={f:A— B: f est continue}.

Il découle immédiatement des propositions ci-dessus que la somme, le produit, le
quotient et la composée de deux fonctions continues est continue. Par conséquent,
il est facile de voir que % (A;RM) est un espace vectoriel sur R. De plus, une
fonction est continue si et seulement si toutes ses composantes le sont.

Il est tres facile d’établir la continuité des fonctions usuelles. Par exemple, il
est clair que les fonctions constantes R — R : x — c ou ¢ € R et la fonction identité
Ig : R — R : x+ x sont continues (pouvez-vous donner un argument ?). Des lors,
les fonctions polynomiales R — R : x +— ):f;o c;x' sont continues car elles sont des
sommes et produits des fonctions précédentes. Plus généralement, les projections
pr;: RN = R:x=(x1,...,xy) =X, i = 1,...,N, sont continues. Il s’ensuit que les
fonctions polynomiales 2 plusieurs variables RN — R : x = ¥ 5cq cax® oll A est
un sous-ensemble fini de NV et oll, pour & = (@i, ..., ay) € NV, on a posé x* :=
xf” .- -x]‘i’,"’ , sont des fonctions continues. évidemment, les fonctions rationnelles
(les quotients de fonctions polynomiales) sont aussi continues.

La continuité des fonctions sinus, cosinus, exponentielle,... ne peut étre établie

a ce stade autrement qu’intuitivement. C’est dii au fait que les seules définitions de
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ces fonctions que nous connaissons sont essentiellement intuitives et donc ne nous
permettent pas de donner des preuves de leur continuité. Nous reviendrons sur
cette question dans le chapitre VII lorsque les séries nous donneront I’opportunité
de donner des définitions précises de ces fonctions.

IV.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

Le théoréme des valeurs intermédiaires est fort intuitif. Jugez plutot. Il dit que
si f:[a,b] — R est une fonction continue qui prend en a une valeur négative et
en b une valeur positive, alors elle s’annule en un certain point & € [a,b] (voir

figure IV.1). Il est clair que si la fonction n’est pas continue, si on peut « lever

I BN

FIGURE IV.2 — Nécessité de la con-
FIGURE IV.1 — Valeur intermédiare  tinuité

son crayon », on n’a aucune chance d’avoir un tel résultat (voir la figure IV.2).
Tout aussi nécessaire mais moins évident est qu’il est important que 1’espace sur
lequel on travaille soit complet. 3 Par exemple, la fonction f: Q — Q: x +— x> —2
est bien continue, change de signe puisque f(0) = —2 < 0 et f(2) =2 > 0 mais
il n’existe aucun & € Q tel que f(&) = 0 (voir page 40). L’extension continue
f:R—=R:x+—x>—2de f aR (une fonction continue f : R — R telle que
Vx € Q, f(x) = f(x) qui est unique* car Q est dense dans R) posséde bien elle

une racine dans [0,2], & savoir V2.

3. On peut exiger moins de cet espace a condition de ne pas vouloir un tel résultat pour toutes
les fonctions continues...

4. En effet, soit g : R — R une fonction continue telle que Vx € Q, g(x) = f(x). Montrons que

=g, C’est-a-dire que Vx € R, f(x) = g(x). Soit x € R. Par densité de Q dans R (proposition 1.62),

existe une suite (x,) C Q telle que x, — x. Puisque les éléments x, € Q, on a Vn, f(x,) =
(xn) = g(x,). En passant a la limite n — oo et en utilisant la continuité de f et g, on obtient

(x) = limf(x,,) =limg(x,) = g(x).

IS



128 Chapitre IV — Limites de fonctions et continuité

Théoréme IV.15 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue telle que f(a)f(b) < 0. Alors il existe un & € |a,b[ tel que

f(g)=0.

Si I’on préfere, on peut prendre comme hypothése que f(a)f(b) < 0 et con-
clure qu’il existe un & € [a,b] tel que f(&) = 0 (voyez-vous pourquoi ?).
Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat, la seconde plus con-

structive que la premiere.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(a) < Oet f(b) >

0 — sinon considérer — f. De plus il suffit de prouver I’existence d’un & € [a, D]
puisque f(a) # 0 et f(b) # 0. Posons

& :=sup{x € [a,b]: f(x) <0}

Pour la simplicité d’écriture, nous abrégerons {x € [a,b] : f(x) < 0} en {f < 0}.
Comme a € {f <0}, & # —oo. De plus cela implique que & > a. D’autre part, b
est un majorant de {f < 0} d’out £ # +o et & < b. Donc & € [a,b] et il reste a
montrer que c’est une racine.

Le suprémum étant dans 1’adhérence de 1’ensemble (proposition 1.39), il ex-
iste une suite (x,) C {f < 0} telle que x, — &. La continuité de f implique que
F () = f(&). Comme f(x,) <0 pour tout n, on a lim f(x,) = f(&) < 0 (propo-
sition 1.14).

Il est clair que & # b puisque f(b) > 0. Donc & < b. Des lors, la suite (y,),>1
définie par y, := & 4+ 1/n est telle que y, — & et donc, y, < b pour n assez grand
(prouvez cette derniere affirmation a partir de la définition de convergence). Nous
ne considérerons que de tels n dans la suite de la preuve. Comme y, > &, y, ¢
{f <0} (car & en est un majorant) et donc f(y,) > 0. En passant 2 la limite et en
utilisant la continuité de f, on obtient lim f(y,) = f(&) > 0.

En conclusion, puisque f(&) est a la fois positif et négatif, /(&) doit étre
nul. U

Démonstration utilisant ’algorithme de bissection. Comme pour la premiere dé-
monstration, nous pouvons supposer que f(a) < 0 et f(b) > 0. Considérons I’al-
gorithme suivant :

m pasinitial : ag :=a, by :=b;
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m pas récursif : supposons qu’on connaisse a, et b, et définissons a,1 et b,y
comme suit. Posons x,, := (a, + b,) /2.
» Si f(x,) <0, alors a1 :=x, et by :=by,.
» Si f(x,) >0, alors a, 1 :=ay et b,y := x,.
» Si f(x,) =0, on s’arréte.
Pour la suite de la preuve, on peut considérer que f(x,) # 0 pour tout n — sinon,
on prend pour & le premier x,, qui annule f.
Commengons par établir que les deux suites (ay)qen et (by)nen convergent

vers la méme limite. Remarquons que, par construction, on a
[an+labn+l] - [ambn] et ’anrl _an+1’ = %|bn _an’ (Iv.2)

quel que soit le signe de f(x,). Montrons que la suite (a,) est de Cauchy. Soit
€ > 0. Puisque 27"|bg — ap| — 0, nous savons qu’il existe un ng tel que Vn >

no,27"|bg — ag| < €. Soient m > n > ngy. De (IV.2), on déduit par récurrence que

[am,bm] C [an,by] et donc que ap,ay € [ay,by]. Des lors, |a, —a,| < |by, — an| et,

en utilisant de nouveau (IV.2) récursivement, on déduit que
1
lam — an| < |bp—ay| = ﬁ|b0 —ap| < &.

De la méme maniére, on montre que (b,) est de Cauchy. Puisque R est complet,

il existe des réels a* et b* qui sont limites des suites (a,) et (b,) respectivement.

Mais comme |b,, — a,| = 27"|bg — ap|, on trouve en passant a la limite n — oo que
|b* —a*| =1im27"|by — ap| = 0. Donc a* = b*. Posons & := a* = b*.
Montrons que & est une racine de f. établissons d’abord que les conditions se

signe sur I’intervalle de départ sont préservées, a savoir
VneN, f(a,) <0et f(b,)>0.

Cela résulte d’une simple démonstration par récurrence. En effet, c’est clairement
vrai si n = 0 et il est facile de voir que si f(a,) <0 et f(b,) > 0 alors il en est
de méme pour a,; et b, quel que soit le signe de f(x,). Comme a, — & et
b, — &, on a en utilisant la continuité de f que f(§) =lim f(a,) < Oet f(§) =
lim f(b,) > 0. En conclusion f(§) =0. O

Ce théoreme montre que la valeur 0 € [f(a), f(b)] est I'image par f d’un cer-
tain &. En fait, 0 n’a rien de spécial et toutes les valeurs ¢ entre f(a) et f(b)
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sont atteintes, c’est-a-dire sont I’image d’un certain x. Ceci explique le nom de

« valeurs intermédiaires » donné au théoreme.

Corollaire IV.16. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Quelle que soit la
valeur ¢ € [f(a), f(b)), il existe un x € [a,b] tel que f(x) = c.

Remarque TV.17. Les intervalles ne sont pas « orientés ». Par Iintervalle [o, ],
nous voulons dire I’ensemble des points x entre ¢t et 3, que & < S ou a > . On

peut définir [c, B] sans distinguer ces deux cas en posant
la, Bl :={(1—r)a+1B:0<r < 1}.

Cette définition a aussi un sens si o, 8 € RY auquel cas [, 8] est le segment de

droite joignant @ a 3.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent a g(x) := f(x) —c. O

Il est possible de généraliser le théoreme des valeurs intermédiaires a RY.
Nous avons déja remarqué qu’il était indispensable que f soit continue. Il faut
aussi que le domaine de f soit en un seul morceau. Par exemple, la fonction
f:10,1]U[2,3] — R qui vaut —1 sur [0, 1] et 1 sur [2,3] est continue et change
de signe mais ne s’annule jamais (voir figure IV.3). C’est pourquoi nous nous
sommes restreints a un intervalle [a,b] dans le théoréme ci-dessus. La question
est : comment dire qu'un ensemble A C RY est composé d’un seul morceau ? La
solution la plus simple est de dire qu’étant donné deux points x et y de A, on peut
aller de x a y en restant dans A. Autrement dit, il existe un chemin dans A joignant
x 2y. Pensez a un chemin comme la donnée du point ¥(¢) qu’occupera la personne
alinstantz;ent =0, on part de x, i.e. ¥(0) = x, on se déplace dans A pour arriver

ent=1ay,i.e. y(1) =y (voir la figure IV.4). Formellement, on a

Définition IV.18. Un ensemble A C RY est dit connexe par arcs si, quels que
soient les points x,y € A, il existe une fonction y € €([0, 1];A) telle que y(0) =x
et y(1) =y.

Cette définition nous permet de proposer une extension du théoréme des va-

leurs intermédiaires 3 RY.
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FIGURE IV.3 — Domaine non-connexe FIGURE IV.4 — Connexité par arcs

Théoreéme IV.19 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : A — R une fonc-
tion continue définie sur un ensemble A connexe par arcs de RY. Si f(x)f(y) <0
pour certains x,y € A, alors il existe un & € A tel que f(&) =0.

Démonstration. Puisque 1’ensemble A est connexe par arcs, il existe un chemin
y € €([0,1];A) tel que y(0) = x et (1) = y. Considérons la fonction

fov:[0,1] = R:t— f(y(r)).

Cette fonction vérifie (faites les détails!) les hypotheses du théoreme IV.15 et
dong, il existe un ¢ € [0,1] tel que f o y(z) = 0. Il suffit de prendre & := y(¢). [

Terminons par quelques exemples d’ensembles connexes par arcs. Tout
d’abord, tous les intervalles (ouverts, fermés, semi-ouverts, avec des bornes in-
finies) de R sont connexes par arcs. En effet, étant donné deux points x, y d’un tel
intervalle /, la fonction [0, 1] — 7 : t — x+#(y — x) définit un chemin qui les joint.
Cela implique que le théoreme I1V.19 généralise le théoreme IV.15.

Plus généralement, on définit :

Définition IV.20. Un ensemble A C RY est convexe si, quels que soient x,y € A,
le segment joignant x a y est aussi dans A :

Vi e [0,1], (1—t)x+ry€A.

Tout ensemble convexe est connexe par arcs (faites les détails). Les boules
ouvertes et fermées sont des ensembles convexes — et donc connexes. En effet, si
X,y € BH,H(CI,}’), alors (1 —t)x+ty S BH,H(a,I’) car

[(1=t)x+ty—al| =[[(1-1)(x—a)+t(y—a)l
<=t |lx—a|l|+t|lly—all < (1 =t)r+tr=r
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FIGURE IV.5 — Ensemble convexe FIGURE IV.6 — Convexité de B, (a,7)

Il en va de méme pour B, [a,7]. On peut facilement construire de nouveaux con-

vexes par intersection.

Proposition IV.21. Si (Ag)gcp est une famille d’ensembles convexes, alors
NpepAp est convexe.

Démonstration. Soit x,y € (\gcpAp ett € [0,1]. Comme x,y € Ag et que Ag est
convexe, (1 —1)x+ty € Ag. Vu que c’est vrai quel que soit f € B, (1 —1)x+ty €
nﬁeBAB- O

Avec une démonstration similaire, on prouve :

Proposition 1V.22. Si (Ag)gcp est une famille d’ensembles connexes par arcs,

alors (\gepAp est connexe par arcs.

Les propriétés de connexité par arcs et de convexité ne sont en général pas
conservées par union. Par exemple, A = [0,1] U [2,3] n’est ni connexe par arcs,
ni convexe. Pour rester connexe, il faut que les divers morceaux de ’union « se

touchent ».

Proposition IV.23. Soit (A B ) pep une famille d’ensembles connexes par arcs. Sup-
posons que pour tout 3, B € B, il existe une famille finie By, ..., By d’éléments de
B tels que By = B, Br =B’ et Vi=1,... .k, Ag  NAg # @. Alors, UpcpAp est

connexe par arcs.
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Démonstration. Soient x,y € JgAg. 1l existe B,B’ € B tels que x € Apetyc
Ap. Par hypohtese, on a alors I'existence de fy, ..., B tels que xeAg, y € Ap, et,
pour i = 1,...,k, il existe un €lément, disons x;, tel que x; € Ag._ MAp,. Posons
xp ;= xetxgy1:=y. Pouri€{0,...,k}, vuque x; et x; sont dans Ag, il existe un
chemin y; € €([0,1],Ap,) tel que %:(0) = x; et ¥%(1) = x;41. Définissons y: [0, 1] —
UpepAp par

() :=yt/t—i)siit<t < (i+1)1,i=0,...,k

ol 7:=1/(k+1) (voir figure IV.7). Notez que, bien que les intervalles [it, (i+ 1) 7]
Ap,

Ap

0

FIGURE IV.7 — Recollement des chemins ¥

s’intersectent en leurs points extrémaux, il n’y a pas d’ambiguité car

_<(i—|—1)r

1
T

(i+1)7

—(i+1)).

De plus ¥(0) = %(0) = xo =x et (1) = %(1/7 — k) = %(1) = X1 = y. Enfin,
il est facile de voir que Y est une fonction continue. En effet, les seuls points

—i) = %(1) =xit1 = %+1(0) = Yi“(

qui pourraient poser probleme sont les points de « recollement » (i 4+ 1)7 pour
i=0,....,k—1. A gauche d’un tel point, y = ¥ et a droite ¥ = };1. Donc, par
continuité de ; et Y41,
lim  y(t) = %(1) = xip1 = %41(0) = _lim  ¥(r).
=5 (i+1)T 125 (i+1)T

On a donc trouvé un chemin y dans (Jg Ag qui joint x a y. ]

Enfin, on peut « déformer » les ensembles connexes par des fonctions contin-
ues.
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Proposition IV.24. Soit A C R un ensemble connexe par arcs et f : A — R une

fonction continue. Alors f(A) est connexe par arcs.

Démonstration. Soient yg,y; € f(A). Il existe xg,x; € A tels que f(x;) =y, i =
0, 1. Par hypothese, il existe un chemin y € ([0, 1];A) tel que y(0) = xp et y(1) =
x1. Alors foye €([0,1]; f(A)) esttel que foy(0) =ypet foy(l)=y;. ]

IV.4 Exercices

% Exercice IV.1. Prouvez les affirmations suivantes (sachez le faire en utilisant dif-
férents criteres) :
(i) f:R—R:x+—> x?estcontinue en 2 ;
(i) f:R—R:x+—x+1estcontinueena € R;
(iii) Tim, ) £ =3;
(iv) limeox(1sind)=0;
(v) limy0 1 4xcost =1;

(vi) f:R— R:x+ /xestcontinue en 1.

% Exercice IV.2. Calculez les limites suivantes (lorsqu’elles existent). Votre dé-

> marche doit bien entendu étre justifiée.

. . xX—=y . Xy
i lim —— (v) lim ————
® (xy)=(0,0) X+ ¥ () —=(0,0) x| 4 [y]
2 4 2
T — (vi) lim 1Y
(x,y)—(0,0) X~ +y (xy)—=(0,0) X7y
1 5 5
(i)  lim  (x® +y?)sin —— S Xy +xy
(x.3)=(0,0) VR L
2 2
(iv) lim S
(r)—(0,0) X2 4y

% Exercice I'V.3 (janvier 2002). Montrez, a partir d’une définition au choix de con-
tinuité, que
(i) lafonction f: R — R : x — |x| est continue en 3.

(i) la fonction g : R — R : (x,y) > cos(xy) (x* +y?) est continue en (0,0).
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% Exercice I'V.4 (aoiit 2006). Soit la fonction f : R — R définie par
flx) =1—4e" +3e*
(i) Calculez £(0), df(0), lim f(x)et lim f(x).
X—p—00 X—>+oo
(i1) Esquissez le graphe de f.

(ii1)) Prouvez que f possede une racine non nulle. Expliquez votre raisonnement
et détaillez vos calculs.

% Exercice IV.5 (aofit 2006). Soit f: R? — R: (x,y) — f(x,y) et (x0,y0) € Dom f.

(1) Montrez que si limy ) (x, vo) f (X, ¥) €xiste et si, pour tout y proche de yo,
lim,_,, f(x,y) existe, alors

lim (lim f(x,y))

Y—=Yo X—X0
existe et vaut lim, y_, () vo) f(X,¥)-
(ii) Montrez qu’on ne peut se passer de I’hypothese « lim,_, f(x,y) existe pour

y proche de yg », ¢’est-a-dire qu’on n’a pas

lim  f(x,y)existe = 36 >0, Vye€|yg—0,y0+8], lim f(x,y) existe
(x,y)—(x0,y0) X=X0

j% Exercice IV.6 (juin 2007). Soit la fonction f : R — R définie par
x—1 six<A
X)) =
H%) {|x|x six>A
ol A est un parametre réel.

(i) Esquissez lahfonctilon fapourA=—1,A=0etA=1.

o L[ A=0 BEE
3T 3T 3T
2t 2T 2T
1 1 1
-2 -1 1 2 -2 :1 1 2 -2 -1 1 2
—1 —1 —1
) -2 T —2
—3 -3 7 -3
—4 —4 + —4
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(ii) Pour quelle(s) valeur(s) de A € R la fonction f; est-elle continue sur R ?
Expliquez votre démarche. Pour la ou les valeurs trouvées, justifiez la con-

tinuité de f; en tout point de R.

(iii) En reprenant chaque valeur de A pour laquelle vous avez montré la conti-
nuité de f;, étudiez la dérivabilité de f; sur R. Il vous est donc demandé
de préciser en quel(s) point(s) f; est dérivable et en quel(s) points(s) elle ne

I’est pas.

e ¥ =x!/3 (IV.3)
(i) Montrez que (IV.3) possede au moins une solution.

(i1) Prouvez que (IV.3) possede en fait une unique solution.

Veillez a détailler (et justifier !) toutes les étapes de votre raisonnement.

% Exercice IV.8 (aoiit 2007). Soit la fonction f; : R — R définie par
(x—2A)% six<0
fa (x) = 3 .
X+ A six>0
ol A € R est un parametre.

(i) Esquissez le ﬁraphelde la fonction f; poilr A=—1,A=0etA = 1/.l
- _ -0

91 9 9+ =1
8 + 8 + 8 +

71 71 7+

6 61 6

5 51 5

4 41 4

3 3+ 3

2 2+ 2

1 It 1

-2 -1 12 AP 12 -2 -1 )

—1 —1-1 —1

—2 21 —2
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(ii) Pour quelle(s) valeur(s) de A € R la fonction f; est-elle continue sur R ?
Expliquez votre démarche. Pour la ou les valeurs trouvées, justifiez la con-

tinuité de f) en tout point de R.

(iii) En reprenant chaque valeur de A pour laquelle vous avez montré la conti-
nuité de f;, étudiez la dérivabilité de f; sur R. Il vous est donc demandé
de préciser en quel(s) point(s) f; est dérivable et en quel(s) points(s) elle ne
I’est pas.

% Exercice I'V.9 (juin 2007). Calculez les limites suivantes si elles existent. Justi-
fiez les différentes étapes de vos calculs.
(x—1)y
im ————
(e)=(1,0) [x — L[+ [y]
2,2
s lim 212
(x,y)—=(0,0) x—Yy

% Exercice IV.10 (aoiit 2007). Calculez les limites suivantes si elles existent. Jus-

tifiez les différentes étapes de vos calculs.

‘ 4x3y2

m lim @ ———
(x.3)—(0,0) 27 —2)°

1
!
- (x7y)g1%0’0) (x+y)cos (xz g )

u lim L

()= (0,0) V/X
%& Exercice IV.11 (mars 2008). On considere la fonction f: R — R définie par

X2 =222 six<0
flx)= .
x+A six>0

ol A est un parametre réel.
(i) Esquissez le graphe de la fonction f pour A = —1, A =0et A = 1.

(ii) Dites pour quelle(s) valeur(s) de A la fonction f est continue sur son do-
maine. Pour la ou les valeurs de A donnée(s), montrez que la fonction f est
continue en tout point de son domaine. Citez les définitions et les résultats

que vous utilisez et détaillez vos calculs.

(iii) Dites si la fonction f est continue sur son domaine lorsque A = 7. Justifiez

votre réponse.
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ﬁ%i Exercice IV.12 (mars 2008). Calculez les limites suivantes, si elles existent. Dé-
taillez vos calculs et énoncez les résultats que vous utilisez.
(x—2)%? Xy

(i) lim — 2 (i)  lim
(ry)—=(2,0) (x —2)* 4 y* (x)—=(0,0) X —y

Exercice IV.13 (mars 2008). Soit la fonction f: R — R:x e +x.
f’xv m Esquissez le graphe de f.

m Prouvez que f possede (au moins) une racine.

m f possede-t-elle plusieurs racines ? Justifiez votre affirmation par des calculs

(et pas seulement de maniere graphique).

fonction continue f : R> — R dont I’ensem-
ble des racines Z := {(x,y) | f(x,y) = 0} est
représenté sur la figure ci-contre. On sait de plus
que f(0,0) > 0et f(1,0) < 0. Donnez le signe
de f(—1,0) et f(x*). Justifiez vos réponses
par une preuve détaillée en veillant a citer les
théorémes que vous utilisez.

% Exercice IV.14 (juin 2008). On considere une

Exercice I'V.15 (juin 2008). = Soit A C R un ensem-
% ble non-vide et borné inférieurement et f : R — R
une fonction croissante et continue. Prouvez que
f(infA) =inf f(A).
Remarques : L’ensemble A n’est pas nécessaire-
ment un intervalle. Nous vous conseillons de penser
a votre stratégie de résolution en vous aidant du
graphe ci-contre.
m Donnez un exemple qui montre que la propriété /
énoncée au point précédent n’est pas nécessaire- A A
ment vérifiée si f n’est pas continue.

% Exercice IV.16 (juin 2008). Pour chacune des limites suivantes, tracez le domai-
ne de définition de la fonction dont on prend la limite et calculez la valeur de

cette limite, si elle existe. Détaillez vos calculs et énoncez les résultats que vous

utilisez.
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1 3 3
M tim 0D ) tim Y
(x3)—=(0,-1) 22>+ (y+ 1) (xy)=(0,0) Xy
Domaine de (i) Domaine de (ii)
y y
2+ 2+
1 1+
P | ) X PR | K
-1+ —1 4
21 21

%Exercice IV.17. Soit A C RY un ensemble connexe par arcs (voir la défini-
tion IV.18). Rappelons qu’on dit qu’un ensemble / est un intervalle de R si et
seulement s’il peut s’écrire sous 1’une des formes suivantes |a,b|, [a,b], |a,b],
[a,b], ]—oo,b], [a,+oo[ Ou |—co,4-oo[ pour certains a,b € R. Prouvez les affirma-

tions suivantes :

(1) Si/ estun intervalle, alors I est connexe.

(ii) Si A C R est un ensemble connexe, alors quels que soient x,y € A et A €
[0,1],ona Ax+ (1 —A)y € A.

(iii) Si A C R est un ensemble connexe, alors A est un intervalle.

Veuillez citer clairement les résultats démontrés au cours que vous utilisez.

% Exercice IV.18 (aoiit 2008). Soit f; : R — R définie par

4+A six< A,
S0 = {(x—l—?t)z sinon,

ou A € R est un parametre.

(i) Esquissez le graphe de f; pour A = —1, A =0etA = 1.
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A=-1 A=0 A=1
y y y
2+ 24 21
1+ 1+ 1+
-2 -1 1 24X 2 1 24X 2 1 2
—1+ -1+ -1+
24 2 ¢ 24+

(ii) Pour quelle(s) valeur(s) de A € R la fonction f; est-elle continue sur R ?
Expliquez votre démarche. Pour la ou les valeurs de A trouvées, justifiez la
continuité de f; en tout point de R. Enoncez les définitions et les résultats
que vous utilisez. En particulier, au moins une justification doit utiliser la
définition I'V.1.

% Exercice IV.19 (aoiit 2008). Pour chacune des limites suivantes, tracez le do-
maine de définition de la fonction dont on prend la limite. Calculez la valeur de
cette limite, si elle existe. Détaillez vos calculs et énoncez les résultats que vous

utilisez.
3 .2 -1 1 3
@) lim @ im0 2) (x+1) -
(x3)=(0,0) X+ ()= (=11 (x+1)2 4+ (y—1)
Domaine de (i) Domaine de (ii)
y y
2+ 2 1
1T 1+
P EE: P EE:
14 14
24 21

j% Exercice IV.20 (aoiit 2008). Soit I’équation e ¥ —sinx.
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(@)

(ii)

[lustrez par un graphique com- y
menté le fait que cette équa-
tion possede une unique solu-
tion sur [0, /2]. Le lien entre le

ot ¥

| —
bS]

[\S][98}
S

graphique et la question posée —%n
doit étre explicitement établi.

Montrez (cette fois analytiquement, sans aucune justification graphique) que

I’équation e ~>* = sinx posséde une et une seule solution sur [0, 7/2]. Ex-

pliquez votre démarche et énoncez les résultats utilisés.






Chapitre V

Compacité

La compacité est un concept clé qui se retrouve dans de nombreuses branches
des mathématiques. De maniere tres grossiere, mais qui illustre bien son impor-
tance, on peut dire que la compacité permet de ramener 1’étude d’une infinité
d’objets ou de cas possibles a un nombre fini d’entre eux. Ce chapitre la décrit
dans le cadre de la topologie usuelle sur RY.

Nous allons commencer par donner différentes visions, a priori disparates, de
cette notion. Nous formaliserons ces approches et en prouverons 1’équivalence.
Nous montrerons ensuite comment cela permet de résoudre diverses questions

importantes.

V.1 Introduction

§1. Comme nous I’avons vu a la section §6, la complétude de R est équivalente
au fait qu’une suite d’intervalles fermés non-vides emboités possede une inter-
section non-vide. L’ impression qu’on peut avoir est que ce résultat reste vrai si
ces intervalles ne sont plus emboités. Bien sir, il ne faut pas prendre des inter-
valles disjoints. Plus précisément donc, si (I,),cn est une suite d’intervalles telle
que toute intersection finie de I, n’est pas vide, alors en « passant a la limite »,
I’intersection de tous les I, est non-vide. Cette affirmation est supportée par la fig-
ure V.1. Cette généralisation est vraie car on peut considérer la suite d’intervalles
(Jn)nen définie par J, := (<, Im qui est une suite d’intervalles fermés (comme
intersection d’intervalles fermés), non-vide (par hypothese, puisqu’il s’agit d’une
intersection finie de 7,,), emboités (par définition) et possede donc une intersec-

143



144 Chapitre V — Compacité
IO 5 € nnGN In

—
I

L s
L;

FIGURE V.1 — Intersection d’intervalles

tion non-vide. Il suffit alors de remarquer que (),enJn = (yenln (VOyez-vous
pourquoi ?).

Peut-on généraliser encore la situation et prendre des intervalles [, ouverts
et/ou (semi-)infinis ? Malheureusement non. En effet, considérons les suites d’in-
tervalles (I,),en et (I)),en définies par

1 /

I, ::}O,m[ et I, :=]—c0 —n]

(voir aussi les figures V.2 et V.3). Les intersections finies de I, ou de I}, sont non-
vides (pouvez-vous le montrer ?). De plus, ces intervalles sont emboités : I, | C I,
et CI,. Néanmoins (e[, = @ et ,en I, = @. Dans le premier cas, le point
d’intersection « s’échappe » par le bord gauche des intervalles tandis que dans le

second, il « s’échappe » a I’infini. Pour éviter ce genre de situations, on va avoir

0 I 1 Iy 0

J—i—(1/2
Jlamm( 1/3

FIGURE V.2 — ey In = @ FIGURE V.3 - N,en 1, = @

1

-2

besoin de mieux contrdler les intersections. Nous allons demander qu’elles aient
lieu dans un ensemble C. De plus, nous allons nous restreindre aux fermés (mais
pas nécessairement des intervalles) pour éviter le probleme de la premiere suite
ci-dessus.

Définition V.1. Nous dirons qu’un ensemble C C RV posseéde la propriété des
intersections finies (PIF) si, quelle que soit la famille de fermés (Fy)qea dont les

intersections finies sont non-vides au-dessus de C i.e., si

VBCA, Bfini, () Fa)NC#2,
oEeB
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alors I’'intersection de tous ces fermés est non-vide au dessus de C :

() Fa)NC# 2.

acA

Tous les ensembles C n’ont pas la PIF. D’apres les exemples ci-dessus, on se
dit qu’il est nécessaire que C soit borné pour éviter que le point d’intersection ne
s’échappe a I’infini et qu’il soit fermé afin que le point d’intersection ne s’échappe
pas par le bord de C. Nous verrons que ces conditions — C fermé et borné — sont
exactement celles qui caractérisent les ensembles ayant la PIF.

§2. Nous allons maintenant présenter une approche différente qui mene a la méme
notion. Il arrive souvent en analyse que les propriétés ne soient pas seulement
ponctuelles mais locales. Par exemple, prenons une fonction f : R — R telle que

f(x) > 0 pour tout x € R. On peut dire que :
Vx € R, dey >0, f(x) = c,. (V.1)

En effet, il suffit de prendre ¢, = f(x) ! Comme indiqué par son indice, ¢, peut
dépendre de x. La contrainte que c, doit satisfaire, f(x) > c,, ne dépend que de
la valeur de f en x. Pour cette raison, on dira que cette propriété est ponctuelle.
L’analogue local de (V.1) est le suivant :

Vx € R, e, >0, IV voisinage de x, Vy € V., f(y) = c,. (V.2)

De nouveau, ¢, peut dépendre de x — mais uniquement de x, pas de V ni de y.
Le ¢, choisi doit satisfaire une propriété du méme type qu’avant, f(y) > cy, mais,
cette fois ci, plus seulement pour y = x mais pour tout y « proche » de x, c’est-a-
dire pour tout y dans un (petit) voisinage V de x. Pour cette raison, on dit que cy
doit satisfaire une propriété locale.

De maniére générale, si P(x) est une propriété qui dépend de x € RV, la pro-
priété locale correspondante est

Pioc(x) := 3V, voisinage de x, Yy € V,, P(y)

Revenons a notre exemple : (V.2) est vraie si f est continue sur R. En effet,
étant donné x € R, la définition de continuité avec € = f(x)/2 > 0 implique qu’il
existe un 6 > 0 tel que

Yy €B(x,8), [f(y)—f(x)]<e.
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Posons ¢, = f(x)/2 et V, = B(x, §). Il est facile de déduire (faites le !) de la for-

mule ci-dessus que
Wy € Vi, £(3) = e (V.3)

Ce raisonnement est aussi représenté sur la figure V.4. En résumé, la continuité

A

0< f(x)
Cx :f(x)/2

FIGURE V.4 — f > ¢, localement

nous permet de passer d’une propriété ponctuelle, f(x) > ¢, > 0, a une propriété
locale : f(y) = c¢x > 0 pour tout y proche de x.

Voulant continuer a étendre le domaine de validité de cette proposition, il est
naturel de se demander si on peut trouver un ¢ > 0 tel que f(y) > ¢ soit vrai pour
des y pas uniquement proches d’un x fixé. Plus précisément, on voudrait savoir

pour quels C C R on peut avoir
de>0,VyedC, f(y) =C. (V.4)

Ce n’est pas possible quels que soient f et C. En effet, si on prend C = R et
f(x) =¢", onaque f(x) > 0 pour tout x € R et pourtant il est faux qu’il existe un
¢ >0tel que Vx € R, f(x) > c. S’il en existait un, on aurait 0 = lim,_, o f(x) > ¢
et donc la contradiction 0 > ¢ > 0.

Si on sait que C peut €tre recouvert par un nombre fini de voisinages Vy,, ...,
Vi,
puisque C C Ule V. 1l existe un i tel que y € V,, et par (V.3),

, alors on peut prendre ¢ := min{cxl. : 1 < i< k}. En effet, si y € C, alors,

f(y) Z Cy; 2 C.
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On peut toujours recouvrir C par un nombre infini de V, : vu que x € V,, il suffit

de prendre tous les V, pour x € C :

cC |V
xeC

Cependant, pour un nombre infini de Vi, on ne peut reproduire I’argument ci-
dessus. Le probleme vient du fait que min{cy : x € C} pourrait ne pas exister. Si
on cherche a contourner la difficulté en définissant ¢ := inf{c, : x € C}, il se peut
que ¢ = 0 bien que tous les ¢, soient strictement positifs. En vérité, on ne peut
espérer adapter 1’argument au cas d’une infinité de V, puisqu’on a vu que bien que
R soit recouvrable par une infinité de V, vérifiant (V.3), (V.4) n’est pas vrai pour
flx)=e".

C’est donc que les ensembles C pour lesquels on peut étendre 1’argument ont
une propriété particuliere. Cette propriété c’est justement que d’un recouvrement
infini on puisse extraire un sous-recouvrement fini. De tels ensembles sont appelés

compacts.

Définition V.2. Un ensemble C C RY est dit compact si de tout recouvrement de
C par une famille d’ouverts (O¢)qea, ON peut extraire un sous-recouvrement fini

Oq,,-..,0q pour certains o,..., 0y € A bien choisis.

Plus symboliquement, si C C (Jyeq Oa 0 les Og sont des ouverts, alors il
est possible de trouver un nombre fini kK € N d’indices ¢,...,04 € A tels que
k
C C U= Og;.

V.2 Définitions équivalentes

Dans cette section nous allons montrer que les deux définitions précédentes
sont équivalentes entre elles ainsi qu’a deux autres propriétés, la premiere faisant
le lien avec les suites et la seconde permettant de facilement les vérifier en pra-
tique.

Théoreme V.3 (Définitions équivalentes de compacité). Soit C un sous-ensemble

de RN. Les propriétes suivantes sont équivalentes :
(i) C possede la propriété des intersections finies ;

(ii) C est compact;
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(iii) C est séquentiellement compact, c’est-a-dire que, de toute suite (x,)ne; C

C, on peut extraire une sous-suite (x),),cy telle que (x!

1) converge vers un

certain x* € C.

(iv) C est fermé et borné.

Démonstration. Commengons par montrer que (i) < (ii).

(1) = (11). Supposons que C ait la propriété des intersections finies et mon-
trons qu’il est compact. Soit donc (Og)gea un recouvrement ouvert de C. Argu-
mentons par contradiction et supposons au contraire qu’on ne puisse trouver de

sous-recouvrement fini adéquat, c’est-a-dire que

VB C A, B fini, U Oq ne recouvre pas C.
achB
Le fait que I'union ne recouvre pas C veut dire qu’au moins un point de C n’est

pas dans I’union. La propriété précédente est donc équivalente a

VBCA, Bfini, IxeC, x¢ | Oa.
oEB

En passant au complémentaire, on a une famille de fermés (COgq)qen telle que

VBCA, Bfini, IxeC, x¢ |JC000s=C[)CO0q.
acB acB
ou encore, vu que la non-appartenance au complémentaire équivaut a 1’apparte-

nance a I’ensemble,

VBCA, Bfini, Cn()004+#2.
aeB
Autrement dit, les intersections finies des (EOa)aeA sont non-vides au dessus de
C et (1) implique que
cn () Cou#o

acA
ou encore que

dxeC, xe()00q=ClJ Oa

acA acA
Des lors, ce x € C ne peut appartenir a Jyeq Og ce qui veut dire que (Og)gea
n’est pas un recouvrement de C contrairement a I’hypothese. C’est la contradiction
recherchée.
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(1) = (1). Le principe — argument par contradiction et passage au complé-

mentaire — est le méme que pour (i) = (ii). Les détails sont laissés au lecteur.

Nous allons maintenant prouver que (ii) = (iii) = (iv) = (ii)

(i) = (iii). Supposons que C soit compact et montrons qu’il est séquentielle-
ment compact. Soit (x,),e; € C. Supposons par contradiction qu’aucune sous-
suite de (x,),er ne converge vers un élément de C, c’est-a-dire que, quel que soit

x* € C, il ne peut étre la limite d’aucune sous-suite de (X, )ner :
Va* € C, V(x,) C (xy), X,/ x" (V.5)

Montrons que cela implique que (x,) reste ultimement a une certaine distance

de x* :
Vx* e C, Je = €(x*) >0, Ing =no(x*), Yn >ng, x, ¢ B(x",¢). (V.6)
En effet, soit x* € C et supposons au contraire que
Ve >0, Vng, In >ng, x, € B(x",¢).

En prenant € = 1 et np = 0, on trouve un n; tel que x,, € B(x*,1). On considere
ensuite € = 1/2 et ng = n; + 1 et on trouve un ny > n; tel que x,, € B(x*,1/2).
On continuant de la sorte, on trouve n; < np < nz < --- < n < --- tels que
xn, € B(x*,1/k) pour tout k > 1. Autrement dit, (x,, );>; est une sous-suite de
(xn)ner telle que ||x,, —x*|| < 1/k. Par la convergence dominée, x;, P x* ce
qui contredit (V.5). L’ affirmation (V.6) est donc bien vraie.

En utilisant (V.6) et la compacité de C, nous allons maintenant aboutir a
une contradiction, ce qui montrera qu’on ne pouvait supposer (V.5). Considérons
(B(x*,&(x*)) : x* € C). Il s’agit d’une famille d’ouverts. Elle recouvre C car, si
x € C, alors x € B(x,€(x)) C Uyec B(x*, €(x*)). Puisque C est compact, un nom-
bre fini des ces ouverts suffit a le recouvrir :

C CB(x],e(x]))U---UB(xg,€(xz))- (V.7)
La propriété (V.6) appliquée a ces x}f donne :

Vi= Lok Va2 no(x), ¢ B, €(x))).
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Posons n* := max{no(x}) : j=1,...,k}. Puisque n > n* = n > no(x;), I"affirma-

tion précédente implique que
Vi=1,....,k, Vn>n", x, ¢ B(x},e(x}))
ou encore que

k
Vnzn*, x,¢ U B(x},&(x})).
j=1

En particulier, x,,» ne peut appartenir a I’union des boules et donc pas non plus
a C au vu de (V.7). Ceci contredit le fait qu’on avait choisi une suite (x,) C C.

(111) = (v). Supposons que C soit séquentiellement compact et montrons
qu’il est fermé et qu’il est borné.

Pour voir que C est fermé, prenons une suite (x,) C C qui converge vers un
a € RN et prouvons que a € C. Vu que C est séquentiellement compact, il existe
une sous-suite (x,) C (x,) et x* € C tel que x], — x*. La proposition .17 implique
que xfl — a. Dés lors, de I"unicité de la limite, on déduit a = x* € C.

Pour montrer que C est borné, procédons par 1’absurde. Si C n’est pas borné,
ona

VR>0,3xeC, |x||=R.

En particulier en prenant successivement R = 0,1,2,..., on obtient une suite
(xn)nen C C telle que
VneN, |x,] >n. (V.8)

Puisque C est séquentiellement compact, il existe une sous-suite (xp, ) C (x,) et

x* € C tels que xy, P x*. Par (V.8), on a

1%, || 2 i e T

ce qui contredit la convergence de (x,, ) vers x* € RV, ]

Avant de nous attaquer a la derniere partie de la preuve, a savoir (iv) = (ii),

prouvons un lemme qui nous sera nécessaire.

Lemme V.4. Soit x € RN et R > 0. On peut trouver un ensemble fini P C Bo|x, R]
tel que

B [x,R] = U B[y, R/2].

En fait on peut choisir P pour qu’il ait 2 éléments.
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Graphiquement, I’'idée est tres simple. La figure V.5 en témoigne a deux di-
mensions : la boule B [x, R] est simplement un carré de coté 2R centré en x et on
peut le recouvrir 4 ’aide de 4 carrés de coté R, c’est-a-dire 22 boules Bu[y,R/2]
pour certains y bien choisis.

R/2

y3

~
N

FIGURE V.5 — Recouvrement de B [x, R] par des B[y, R/2]

Démonstration. Considérons 1’ensemble
P:={x+(01,...,0N)R/2: 0; € {—1,+1} pouri=1,...,N}.

Cet ensemble a 2"V éléments car il y a deux choix possibles pour 67, deux choix

pour 0»,..., et deux choix pour oy. D’autre part, si y € P, alors
|y_x|°° = |(le' ) GN)R/2|°° = lrglagé\]’GIR/z| = R/2

Des lors, si z € Bo[y,R/2] pouruny € P, |2— X|oo < [2— Y]+ [y — X|o < R/2+
R/2 = R. Ceci montre que B.[y,R/2] C Bu|x,R] quel que soit y € P et donc que

| Be[y,R/2] € Buo[x,R].
yeP

Reste a voir I’inclusion inverse. Soit z € Bo,[x, R]. Il faut montrer qu’il existe
uny € P tel que z € Bu[y,R/2]. Choisissons y = x+ (01,...,0y5)R/2 avec les o;
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déterminés a I’aide de la regle suivante :

+1 sizi—xi>0
O, = .
-1 siz;—x;<0

ol z; et x; désignent la i composante de z et x respectivement. (Pour comprendre

ceci, prenez divers z sur la figure V.5.) On doit montrer que |z — y|o < R/2, ¢ est-

a-dire |z; — y;| < R/2 pour tout i = 1,...,N. Soit i arbitraire. Par hypothése z €

B..[x,R] et donc |z; —x;| < R ou encore —R < z; —x; < R. Distinguons deux cas :
m 7, —x; > 0 auquel cas 6, = +1,d’ o y; = x;+R/2 et 0 < z; —x; < R. Alors

—R/2<zi—yi=z—xi—R/2<R/2

ou encore |z; —y;| < R/2.
m z; —x; < 0 auquel cas 6; = —1, d’olt y; = x; —R/2 et —R < z; —x; < 0. Des
lors
—R/2<zi—yi=zi—xi+R/2<R/2

ce qui implique |z; —y;| < R/2. O

Démonstration du théoréeme V.3 (suite). La preuve de (iv) = (ii) s’effectue en
deux étapes. Nous allons d’abord montrer que les boules B.o[x, R| sont compactes
et ensuite en déduire (iv) = (ii).

Bo|x,R] est compact. Soit (Og)gea un recouvrement ouvert de B [x, R]. 11
faut montrer qu’on peut en extraire un sous-recouvrement fini. Supposons au con-
traire que ce ne soit pas le cas, c’est-a-dire que si on prend un nombre fini de Oy,

on ne recouvre jamais B [x, R]. Par le lemme V.4, on peut écrire

B[v.Rl = | Boly.R/2]
yeP
pour un certain ensemble fini P; C Bo[x, R]. Au moins une des boules B[y, R/2]
ne peut étre recouverte par un nombre fini de O. En effet, si chacune des boules
Bo[y,R/2], y € Py, pouvait étre recouverte par un nombre fini de Oy, en prenant
tous ces O, (qui sont en nombre fini puisqu’il y en a un nombre fini par boule et un
nombre fini de boules), on recouvrirait e p Be[y, R/2] = Be[x, R], ce qu’on avait
supposé ne pas pouvoir faire. Notons B[y, R/2] une des boules non-recouvrables
par un nombre fini de O,.
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En recommengant le méme raisonnement avec Be[y1,R/2] = U,cp, B[y, R/4]
au lieu de Bo[x, R], on trouve un y; € P, tel que Buo[y2,R/4] C Bus[y1,R/2] ne peut
étre recouvert par un nombre fini de Oy.

On continue par récurrence. Etant donné B.[y,,R/2"] qui n’est pas recou-
vrable par un nombre fini de O, on trouve un v, tel que Bu[y,;1,R/2"] C
Boo[yn, R/2"] ne soit pas recouvrable par un nombre fini de Og.

Montrons que la suite (y,),>1 est de Cauchy. Soit € > 0. De la convergence
R/2" — 0, on déduit qu’il existe un ny € N tel que Vn > ng, R/2" < €. Mon-
trons que ce ng convient dans la définition de suite de Cauchy, c’est-a-dire que, si
m = n = ng, alors |y, — yu| < €. Soit m > n = ng. Vu que y, € Boo|ym, R/2™] C
Boo[ym—1,R/2" '] C - C B[y, R/2"], on a que [ym — yulw < R/2" < €.

Donc (y,),>1 est de Cauchy et, puisque RY est complet, il existe un y* € RY
tel que y, — y*. Comme on vient de le voir, sim > n > 1, alors y,, € Bo[y,, R/2"].
Donc la sous-suite (i )m>n € (Vn)n>1 est dans Bo[y,, R/2"]. Cette sous-suite con-
vergeant vers y* et Bo[y,,R/2"] étant fermé, on a y* € B[y, R/2"]. Ce raison-
nement est valable quel que soit n > 1 et par conséquent

y* € () Beolyn, R/2".

n>1

En particulier, y* € Bos[y1,R/2] C Bu[x, R]. Puisque (O )gea st un recouvrement
de B [x, R], il existe au moins un o* € A tel que

y* 6 OOC*-
L’ensemble O+étant ouvert, il existe un & > 0 tel que
Bm(y*76) C Og-

Comme y, — y*, dés que n est assez grand, disons n > nj, on a |y, — y*|e < /3.
Comme R/2" — 0, on sait qu’il existe un n; tel que, si n > ny, R/2" < §/3. Dés

lors, si n > max{ny,ny},
Beo[yn, R/2"] € Buo(y", ).

En effet, si z € Bly,,R/2"], alors |z —y*|ee < |2—Ynloo+ [yn — ¥ e <R/2"+8/3 <
0/348/3 < 6. Mais alors, Bo[y,, R/2"] C Oy ce qui veut dire que Bo[y,, R/2"]

est recouvrable par un seul ouvert Oy+. Ceci est en contradiction avec la maniere
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dont on a construit B.[y,, R/2"| qui garantissait qu’il n’était pas recouvrable par
un nombre fini de Oy.

En conclusion, on ne pouvait pas supposer qu’il était impossible de recouvrir
Boo[x,R] par un nombre fini de O. Ceci termine 1’argument établissant la com-

pacité de Boo[x,R].

(iv) = (ii). Montrons que si C est fermé et borné, alors C est compact. Soit
(Oa)aea un recouvrement de C. Puisque C est borné, il existe un R > 0 tel que
C C B..[x,R]. Posons O' := RN\ C = CC. C’est un ouvert. De plus

B..[r,R] CO'U | 04
ocA
puisque, si y € Bo[x,R], soit y € C auquel cas il est dans |Jycp Oq, soit y ¢ C et
donc y € O'. Comme B [x, R] est compact, on peut extraire un sous-recouvrement
fini de (O',04 : a € A), c’est-a-dire qu’il existe ..., 04 € A tels que

Boo[X,R] C Og,U---UOg, ou Bu[x,R] CO'UOg U---UO,.

Dans le premier cas, on a fini puisque C C B [x, R]. Dans le second, on va montrer
que
CCOqU---UOg,.

Quel que soity € C,onay € Bu[x,R] et donc y € Og, pour un i, ce qui est ce qu’on
veut, ou y € O' = CC, ce qui est impossible vu que y € C. [

V.3 Théoreme des bornes atteintes

Dans cette section, nous allons montrer qu’une fonction continue sur un com-
pact possede une valeur maximale et une valeur minimale. Nous allons donner
plusieurs démonstrations de ce fait afin de voir les diverses formulations de la
compacité en ceuvre.

Théoréme V.5 (Théoreme des bornes atteintes). Soit C C RY un compact non-
vide et f : C — R une fonction continue. Alors f atteint ses bornes, c’est-a-dire

qu’il existe au moins un xpin € C et un xmax € C tels que, pour tout x € C, f(xmin) <

f(x) < f(*max)-
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Remarque V.6. w On peut de maniere équivalente dire qu’une fonction f : C —
R atteint ses bornes si min f(C) et max f(C) existent — et en fait, avec les
notations du théoréme, on a f(xyin) = min f(C) et f(xmax) = max f(C).

m L’hypothese de compacité ne peut étre enlevée. En effet, considérons la fonc-
tion f:]0,1] — R : x — 1 /x. Cette fonction est continue et pourtant elle n’at-
teint pas son maximum vu que sup f(]0, 1]) = sup[l, oo = +oo. (Atteint-elle
son minimum ?)

Toutes les démonstrations qui suivent vont seulement montrer le fait que f
atteint son maximum. Les démonstrations pour le minimum sont similaires — on

peut aussi utiliser la relation min f = —max(—f).

Démonstration utilisant la PIF. Notons s := sup f(C) € [—oo,+o0]. Puisque C #
&, f(C) # @ et donc s # —eo. Pour n € N\ {0}, posons

{s—l/n siseR
Pn = .
S1§ = +oo

F,:={xeC: f(x)=pu}

Les ensembles F;, sont fermés. En effet, si (x;) C F;, converge vers x*, alors en
passant a la limite sur Vk, f(x;) > p, et en utilisant la continuité de f, on obtient
f(x*) = f(limxy) = lim f(x;) > p, et donc x* € F;,.

De plus, aucun F, n’est vide. En effet, puisque p, < sup f(C), on sait qu’il
existe un élément de f(C), c’est-a-dire un f(x) pour un x € C, tel que f(x) > p,
(propositions 1.39 (iii) et 1.41 (iii)). Ce x appartient a F;,.

Par ailleurs, comme les p,, sont croissants, les ensembles F;, sont décroissants :
Fi O F, O F3 O --- Si on fait 'intersection d’un nombre fini d’entre eux, disons

Fo Fyy,. .. Fy,0ona
k

ﬂ Fni = Fmax{m s U
i=1

(voyez-vous pourquoi ? pouvez-vous le montrer ?). Par conséquent, les intersec-
tions finies des £, sont non-vides au dessus de C (puisque Fiax(p, ...} © O).

En vertu de la PIF, I’intersection de tous les F;, est non-vide au dessus de C,
c’est-a-dire qu’il existe un xpax € C tel que

Xmax € ﬂ F,.

n=1
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Reste a montrer que f(xmax) st bien le maximum de f(C). Comme xyax € F,, veut
dire que f(xmax) = Pn, €n passant a la limite on a f(xmax) = limp, = sup f(C).

Donc f(xmax) = sup f(C) et c’est bien le maximum (proposition 1.44). O

Démonstration utilisant la définition de compacité. Supposons au contraire que f

n’atteigne pas son maximum sur C, ¢’est-a-dire que
VxeC,IyeC, flx)<f(y) (V.9)

Montrons que le y ne marche pas seulement pour x mais pour un voisinage de x,

c’est-a-dire :
Vx € C, Jy € C, IV, voisinage ouvert de x, Vx' € V., f(x') < f(y). (V.10)

En effet, soit x € C. Prenons un y € C dont I’existence est affirmée par (V.9). En
considérant € = (f(y) — f(x))/2 > 0 dans la définition de continuité de f au point

x, on trouve qu’il existe un 0 > 0 tel que
VX' €B(x,8), |f(X)-flx)|<e.

Posons V, := B(x, ) qui est un voisinage ouvert de x. Si x' € V,, alors f(x) <
fx)+e=(f(x)+5»))/2 < f(y) et on a bien prouvé (V.10).
La famille (Vy)yec est un recouvrement ouvert de C. En effet, quel que soit
x€C,xeV,etdonc
cc V.

xeC
La compacité de C implique alors qu’il suffit d’un nombre fini d’ouverts pour

recouvrir C i.e.,
CCV,U---UV,,

pour certains xp,...,x, € C. Puisque C # &, on a n > 1. Notons yi,...,y, des y
correspondant a chacun de ces x; par (V.10). Parmi les f(y;), | <i<n,ilyena
un qui est le plus grand, disons que c’est f(y;) :

f(vj) = max f(y;).

1<i<n

Ce y; appartient a C qui est recouvert par les Vy,, 1 <i < n, donc y; € V,, pour un

certain i. Mais ce fait combiné avec la propriété (V.10) implique que

fvj) < fi) < max f(yi) = f(y;).

1<i<n
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Cette contradiction montre qu’on ne pouvait pas supposer que f n’atteignait pas

son maximum. OJ

La démonstration suivante porte le nom de méthode directe du calcul des vari-
ations parce qu’on recherche le maximum directement, comme limite d’une suite

bien conrtruite.

Démonstration basée sur la compacité séquentielle. Posons s := sup f(C). Com-
me C # &, on a f(C) # & et donc s # —oo. Les propriétés du suprémum (proposi-
tions 1.39 (ii) et .41 (ii)) impliquent qu’il existe une suite (s, )nc; C f(C) telle que
sp — s. Par définition de f(C), chaque élément s, s’écrit comme f(x,) pour un
certain x,, € C. Puisque C est séquentiellement compact, il existe une sous-suite
(x},) de (x,) qui converge vers un x* € C. Comme f est continue, f(x,) — f(x*).
Puisque (f(x},)) est une sous-suite de (f(x,)) = (sn), on a f(x,) — s. L unicité

de la limite implique alors

f(x) =s=supf(C)

et donc, vu que f(x*) € f(C), ona f(x*) = max f(C). O

V.4 Equivalence des normes sur RY

Nous avons affirmé a la page 91 que toutes les normes sur RY étaient équiva-
lentes. Nous avons maintenant les outils pour le démontrer. Heureusement, jusqu’a
présent nous n’avons pas utilisé le fait que toutes les normes sur R" étaient équiv-
alentes. Ce que nous avons dit est que certaines propriétés ne dépendaient pas
de la norme tant qu’on se restreignait a des normes équivalentes et nous avons

a plusieurs reprises particularisé la norme a ||, |-|2 ou |-|. En d’autres termes,

15 |2
et || (dont on sait qu’elles sont équivalentes, cf. proposition I1.9). Ce que nous

nous avons jusqu’a présent travaillé avec toutes les normes équivalentes a |-

allons maintenant prouver est que, si ||-|| est une norme quelconque sur RY dont
nous ne savons pas a priori si elle est équivalente a ||, || et ||« et donc pour
laquelle nous ne sommes pas siirs que les théoremes précédents soient valides,
cette norme ||-|| n’a en réalité pas d’autre choix que d’étre équivalente a |-|1, |-|2
et || — ce qui nous permet de dire a posteriori que les théorémes prouvés pour

les normes équivalentes a |-|1, |-|2 et |-|. sont valables pour toutes les normes.
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Théoreme V.7 (Equivalence des normes en dimension finie). Toutes les normes

sur RN sont équivalentes.

Démonstration. Soit ||-|| : R — [0, +oo[ une norme arbitraire sur RY. Nous allons
montrer que ||-|| est équivalente a |-|1, ¢’est-a-dire qu’il existe des constantes C > 0
et C' > 0 telles que

VxeRY, x| <Clxh et |xy <C|x]. (V.11)

La premiére inégalité est facile a prouver. Notons (ey,...,ey) la base canonique
de RV, c’est-a-dire que ¢; € RN est le vecteur dont toutes les composantes sont
nulles sauf la i® qui vaut 1. Si x = (x,...,xy) € R, on peut écrire x = Zﬁvzlx,-e,-

et donc en utilisant les propriétés des normes :
N
e[l < Y il leill < Clady
i=1

ou C:=max{||e;|| : 1 <i<N}. Ceci établit aussi que ||-|| est continue (par rapport
a |-]1) : quelle que soit (x,) C RN et x* € RV,

Xn —>n!'m X =l e [ (V.12)
En effet, |[|x,|| — ||X*H‘ < ||xn — x*|| < Clx, — x*|1 — 0 et une simple application

de la convergence dominée donne le résultat.

Passons maintenant a la preuve de la seconde inégalité de (V.11). Procédons
par I’absurde et supposons qu’il n’existe pas de C' qui marche pour tous les x,
c’est-a-dire :

VC' >0, xRN, |x|1 > |«

Pour chaque n € N, en considérant C' = n dans cette proposition, on trouve qu’il
existe un x, € RY tel que |x,|1 > n||x,||. Posons &, := x,,/|x,|1. Nous avons que

X 1
Eali=1 et |Gl = s <-.
lxp|1  m

Comme la sphere unité S, (0,1) := {x € RV : |x|; = 1} est compacte (on vérifie
facilement qu’elle est fermée est bornée), on peut trouver une sous-suite (&) de
(&) etun &* €S (0,1) tels que &, LN &*. En particulier |§*|; = 1. Par ailleurs,
(V.12) implique que

1801 = 1E7]1-
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Mais de ||&,|| < 1/n — 0 on déduit que &, — 0 et donc &, — 0. Par unicité de la
limite ||£*|| = 0. Cela implique que * = 0 et contredit la conclusion antérieure

que |E*|; = 1. Ceci est la contradiction recherchée. O

V.5 Exercices

Exercice V.1. Prouvez que tout sous-ensemble fini de R est compact.
Exercice V.2. Si C est un compact et F est un fermé, alors CN F est un compact.

Exercice V.3. Montrez que [0,1] x [0, 1] est un compact de R?. Plus générale-
ment, si C; C RV et C, C RM? sont deux compacts alors C; x C, C RM x RN

est compact.

Exercice V.4. Si C; et C, sont deux compacts de RN, alors C; UC,, C; NC;, et
C1+GCy:={x] +x3:x1 €C1, x € C,} sont encore des compacts de RV,

Exercice V.5. Soient A C RY et B C RM deux ensembles fermés. Désignons par

e JE JEIEIE

p: RV xRM 5 RM : (x,y) + x la projection sur la premiére composante du pro-
duit RN x RM . Prouvez que

pour tout ensemble fermé C C A x B, p(C) est fermé < B est compact.

% Exercice V.6. Soit A un sous-ensemble fini de R. Prouvez qu’il est impossible
que
VyceA,dncA, n>y.

% Exercice V.7 (aoiit 2007). Soient a,b € Ret f: [a,b] — R une fonction continue.
Montrez que

M= {xE [a,b] : f(x) = max f(é)}
est un ensemble compact.

% Exercice V.8. Soit f : [0,1] — R. Prouvez que, si f est continue, il est impossible
que

Vx €[0,1], 3¢ €[0,1], f(&)> f(x).

Cela reste-t-il vrai pour f:]0,1[ - R?
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Exercice V.9. Si f: RY — RM est une fonction continue et C C R" est compact,

alors f(C) est compact.

par une fonction, méme continue, n’est pas nécessairement compact.

% Exercice V.10. Montrez par un contre-exemple que I’image inverse d’un compact
% Exercice V.11. Soit f: [0, 1] — R une fonction continue.

= Montrez qu’il existe deux nombres a < b tels que, pour tout x € [0, 1], a
f(x) <b.

» Donnez une condition nécessaire et suffisante sur f (et I’interpréter en frangais)
pour qu’on puisse choisir a = b.

= Aurait-on pu prouver les mémes choses pour f : |0, 1| — R ? (Preuve ou contre-
exemple.)

% Exercice V.12. Soit f: C CRY — R une fonction continue définie sur un compact
C. Prouvez que, si Vx € C, f(x) > 0, alors il existe un ¢ > 0, tel que Vx € C, f(x) >
c. Trouvez des contre-exemples qui montrent que ce n’est pas vrai si on omet

I’hypothese de continuité ou de compacité.

. Exercice V.13. Soit f : R> — R : (x,y) — y la projection sur la deuxieme com-

hs

posante.
(1) Prouvez que f est une fonction continue.

(i) SoitA C R2. Complétez la définition suivante :
f(A) = {y ER: } (pour un f : R? — R général)

= {y eER: } (particularisé au f ci-dessus).

(iii) Montrez que, si A C R? est fermé et borné, alors f(A) est fermé.

(iv) Trouvez un exemple de fermé A C R? tel que f(A) ne soit pas fermé. (In-
dication : Essayez par exemple d’avoir f(A) = ]0,1]. Le point (vii) vous
indique dans quelle direction ne pas chercher.)

(v) Prouvez que, quel que soit p > 0, f(A)N[—p,p] = f(AN(Rx [—p,p])).

(vi) Pour un ensemble arbitraire B C RV, montrez que

Bestfermé < Vp >0, BNBJ[0,p] est compact.
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(vil) Prouvez quesiA C R2 est fermé et s’il existe un R > 0 tel que A C [—R,R] X
R, alors f(A) est fermé. (Indication : Un dessin de la situation peut vous
aider.)

s Exercice V.14. On dit qu’une fonction f: A C RN — RM est uniformément con-

& tinue sur A si on peut choisir un 6 dans la définition de continuité qui marche pour
tous les points i.e., si

Ve >0,38 >0, Vx €A, VX € B(x,8), ||f(¥)—f(x)| <e.

Montrez que si f: A C RV — RM est continue et que A est compact, alors f est
uniformément continue sur A.

% Exercice V.15 (aotit 2008). Soient f : R — R une fonction continue arbitraire sur
R et deux réels a < b. Considérons les ensembles

N := {xe]a,b[’f(x): inf f(x)}

x€la,b]

et

M= {xe[a,b] ‘ F(x) = sup f(x)}

x€la,b)
(I'infimum et le suprémum sont considérés au sens large).

(1) Peut-on affirmer que N est non-vide ? Que M est non-vide ? Justifiez par une

preuve ou un contre—exemple.

(i) Peut-on affirmer que N est compact ? Que M est compact ? Justifiez par une
preuve ou un contre-exemple.






Chapitre VI

Dérivée des fonctions d’une variable

La notion de dérivée a provoqué une révolution de 1’analyse mathématique.
Elle a été inventée indépendamment par Newton et Leibniz au X VIIe siecle. C’est
grace a la dérivée que Newton a pu écrire les équations du mouvement d’un corps
soumis a des forces et qu’il a pu calculer le mouvement des planetes autour du
soleil. Comme nous le verrons par la suite, la dérivée est aussi utile pour le calcul
d’aires, de volumes,...

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la définition et aux propriétés de
base de la dérivée. Dans le suivant nous apprendrons comment approcher les fonc-
tions par des polyndomes construits grace aux dérivées. Enfin dans le chapitre VIII,
nous nous intéresserons a la résolution de certaines équations comprenant des

dérivées.

VI.1 Définitions et interprétations

La dérivée d’une fonction f en un point a exprime la variation instantanée de
f au point a. Plus précisément, si on fait varier a d’une petite valeur 4, la fonction
va elle aussi varier de f(a) a f(a+ h). Lorsque & est petit, on s’attend a ce que
la variation de f, i.e., f(a+h)— f(a), soit grosso-modo proportionnelle a A, le
coefficient de proportionnalité donnant la « vitesse de variation » de f en a. Donc
si on veut une approximation de la vitesse de variation de f en a, il suffit de

quotienter la variation de f par la variation /4 de 1’argument :

flat+h)—f(a)
- :

163
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Plus £ est petit, moins f a le temps de varier et donc meilleure est 1’approximation
de la vitesse de variation de f en a. Cette derniere sera donc définie en passant a
la limite 7 — 0.

Définition VL.1. Soit f : R o— R et a € intDom f. On dit que f est dérivable en
a si la limite suivante existe :

h) — _
lim flath) - fla) ou, si on préfere, lim M.
hiO h xia Xx—a

La valeur de la limite est appelée la dérivée de f en a et est notée d f(a) ou f'(a).

Si on veut préciser le nom de la variable par rapport a laquelle on dérive, on la
mettra en indice de « d ». Par exemple, la dérivée de f par rapport a la variable x
au point a se note dy.f(a). Dans cette situation on emploie aussi la notation g—f: (a).
Nous ne le ferons pas dans ces notes d’autant plus qu’il y a risque de confusion
avec la maniere dont les physiciens utilisent %.

La dérivée admet diverses interprétations selon le point de vue duquel on se
place.

Commencgons par regarder ce qui se passe au niveau du graphe de f. Si la
fonction f est a valeurs réelles, ¢’est assez facile : le quotient (f(a+h)— f(a)) /h
représente la pente de la droite joignant les points (a, f(a)) et (a+h, f(a+h)),
c’est-a-dire la variation en ordonnées de cette droite si on parcourt une unité le

long des abscisses (voir figure VI.1). Plus A devient petit, plus on s’attend a ce que

fla+h)
f(a)

a a+h X
FIGURE VI.1 — Quotient différentiel de f en a
la droite approxime bien la fonction f. A la limite 4 — 0, la droite est fangente au

graphe de f au point (a, f(a)) et la dérivée est la pente de cette tangente. Comme
on connait un point de passage et sa pente, on peut écrire une équation cartésienne
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de cette tangente :
y=fla)+df(a)(x—a). (VL)

Remarquons que cela corrobore ce que nous avions dit sur la vitesse de variation
instantanée de f. En effet, au voisinage de a, f(x) est proche de la valeur de la
tangente f(a)+d f(a)(x—a). Donc, si on fait une petite variation 4 de a, la valeur
de la tangente sera f(a)+d f(a)(a+h—a) = f(a)+ d f(a)h, c’est-a-dire un écart
df(a)h de f(a), ce qui exprime bien que d f(a) est le taux de variation de f en a.

La seule différence pour les fonctions a valeurs vectorielles est que la variation
de f, f(a+h) — f(a), est un vecteur de RV. Le quotient (f(a+h) — f(a))/h est
donc le vecteur de variation normalisé : il donne la variation en y de la droite pas-
sant par (a, f(a)) et (a+h, f(a+h)) lorsqu’on parcourt une unité dans la direction
des x (voir figure VI.2). On peut aussi dire que (h, f(a+h) — f(a)) € Rx RN est

Y2

R2>f(a+

a a-+t+h X

FIGURE VI.2 — Quotient différentiel de f en a

un vecteur directeur de la droite passant par (a, f(a)) et (a+h, f(a+h)) et donc

que (1, Leth=1(a))

en est aussi un (puisqu’il lui est proportionnel). En passant a
la limite 2 — 0, on trouve que (1,df(a)) est un vecteur directeur de la rangente
au graphe de f au point (a, f(a)). L’équation paramétrique de cette tangente est
donc

(x,y) = (a,f(a)) + A(1,3f(a), A€ER.

En éliminant A, on obtient une équation cartésienne :

y=fla)+df(a)(x—a).

Celle-ci est la méme que (VI.1). C’est normal car, redisons le, toutes deux provi-
ennent de I’idée que d f(a) est la vitesse de variation instantanée de f en a et donc
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que, si x & a, alors f(x) ~ f(a)+ d f(a)(x—a). Il est possible de rendre cette idée
plus précise. La dérivée est le coefficient b € RV tel que f(x) soit « bien approx-
imé » par f(a)+ b(x — a). En d’autres mots, parmi toutes les droites passant par
(a,f(a)), qui ont donc une équation du type y = f(a) +b(x —a), il y en a une
qui « colle bien » a la fonction et qu’on appelle la tangente (voir figure VI.3).

Le b correspondant a la tangente est justement d f(a). Pour étre completement

tangente

a

FIGURE V1.3 - Droites passant par (a, f(a))

rigoureux, il faut encore préciser ce que « bien approximé » veut dire. En effet,
f(x) = (f(a) +b(x—a)) —> 0 ne suffit pas ; c’est équivalent a la continuité en
a et n’impose aucune contrainte sur b. En fait, dire que f(a)+ b(x — a) approx-
ime au mieux f(x) signifie qu’on ne peut améliorer I’approximation en modifiant
b. Lerreur f(x) — (f(a) + b(x —a)) pour le b optimal doit donc étre négligeable
vis-a-vis de x — a, sinon on pourrait modifier le coefficient » pour améliorer I’ ap-

proximation. Voici la définition précise d’étre « négligeable vis-a-vis de (x —a)" ».
Définition VL2. Soit f : R o= RV, a € adh(Dom f\ {a}) et n € N. On dit que f
est un petit o de (x —a)" si

Ve > 0,36 >0, Vxe B(x,0)NDom f, || f(x)|| < €](x—a)"| (VL2)
On écrit cela : f(x) = o((x—a)") lorsque x — a.

Comme toutes les normes sont équivalentes sur RV, (VI.2) ne dépend pas de
la norme ||-|| choisie (prouvez le !).
Il est facile de prouver que (VI.2) est équivalent a

)

(x—a)r

fla)=0(sia€Domf) et — 0 lorsque x #a (VL3)
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La notation f(x) = o((x—a)") est abusive. En effet, (x —a)? et (x—a)? sont
tous les deux des petit o de x — a et pourtant on ne voudrait pas conclure de (x —
a)> =o(x—a) = (x—a)® que (x—a)?> = (x—a)> ! Comme il y a de nombreuses
fonctions qui sont des petits o de (x —a)", il vaudrait mieux écrire f € o((x —
a)”). Nous ne le ferons pas pour des raisons d’aisance de calcul. Expliquons. A
partir de maintenant, nous allons penser chaque occurrence de o ((x — a)") comme
représentant une fonction qui a la propriété (VI1.3), cette fonction pouvant changer

a chaque apparition de o((x —a)"). Cette convention permet d’écrire

o((x—a)")+o((x—a)") =o((x—a)")

pour signifier que si f et g sont deux o((x—a)"), alors f + g est aussi un o((x —
a)”). L’avantage de désigner toutes ces fonctions (f, g, et f + g) par 0((x — a)”)
est qu’il n’est pas nécessaire d’inventer des noms pour désigner des fonctions
a propos desquelles la propriété importante est (VI.3). La difficulté est qu’il faut
bien comprendre ce qu’on écrit et I’ordre dans lequel se déroulent les calculs. Afin
de vous y aider, voici quelques égalités fréquemment utilisées et leur traduction
avec des noms explicites :

(i1) 0( x—a)n) -O((x—a)m) _ O((x_a)n+m) :

(iii) (o((x—a)"))" =o((x—a)™);
() o((x—a)") = o(1)-(x—a)";
() o(1)-(r—a)" =o((x~a)")

De maniere plus détaillée :
(i) si f estun petit o de (x —a)" et m < n, alors f est un petit o de (x —a)™;

(ii) si f estun petit o de (x —a)" et g est un petit o de (x —a)™, alors f - g est un
petito de (x —a)"™"™;

(iii) Si f est un petit o de (x —a)", alors f™ est un petit o de (x —a)"™";

(iv) si festun petitode (x—a)", alors il existe un g qui estuno(1) (i.e., g(x) =0
six—>a)telque f=g-(x—a)";

(v) si festuno(l), alors f-(x—a)" est un petit o de (x —a)".
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Nous invitons le lecteur a écrire des arguments montrant la vérité de ces pro-
priétés ; ils sont simples et le familiariseront avec les « petit 0 ».
Cette notion maintenant introduite, revenons a I’expression du fait que la tan-

gente est la droite qui « approxime bien » la fonction.

Proposition VI.3. Soit f : R o= RY et a € intDom f. La fonction f est dérivable

en a si et seulement si il existe un b € RY tel que
f(x)=f(a)+b(x—a)+o(x—a) lorsque x — a. (VL4)
Si un tel b existe il est unique et vaut d f(a).
Démonstration. (=) Commencons par montrer que si f est dérivable en a, alors
f(x)=f(a)+df(a)(x—a)+o(x—a).

Autrement dit, si on pose g(x) := f(x) — (f(a) + df(a)(x —a)), il faut montrer
que g est un o(x — a). Il suffit de vérifier la définition (VL.3) :
80 _ SIS 5 ptay o afa) - (@) =0

a x—a

x—a
(<) Inversement, s’il existe un b € RY tel que (VI.4) soit vrai, on va montrer que
f est dérivable en a. De (VI.4), on déduit que

f(x)— f(a) _ b(x—a)+o(x—a) :b+0(x—a)

X—da X—a X—da

— b.

X—a

Ceci établit que f est dérivable en a. De plus on a forcément que b = d f(a) ce qui

conclut la preuve. 0

Cette proposition donne une définition alternative de la dérivée, non plus com-
me limite d’un quotient différentiel, mais comme le « coefficient angulaire » de la
meilleure approximation affine ! de la fonction f au point a.

Ceci conclut I'interprétation géométrique de la dérivée comme coefficient de
la droite tangente au graphe de f. Plagons nous maintenant du point du vue de
I’image de f. Pour cela, nous allons nommer ¢ la variable de f afin de I’imaginer
plus facilement comme le temps. Une fonction f : R o— RV : 1 — f(¢) peut-étre
vue comme dessinant une courbe > dans R", f(¢) donnant la position du point
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FIGURE VI.4 — Interprétation sur Im f

a I’instant ¢ (voir figure VI.4). Si on regarde sa position en ¢ + h, la différence
f(t+h)— f(t) est un vecteur directeur de la droite passant par f(¢) et f(t+h). 1l
en est de méme du quotient différentiel (f(t+h)— f(¢))/h € RV. Par conséquent,
vu que plus / est petit, plus la droite passant par f(¢) et f(¢+ h) est proche de la
tangente, la limite du quotient différentiel, d f(¢), donne un vecteur directeur de

la tangente a I’image de f au point f(t) (voir figure VL5). Cette derniére a donc

Im f

7 f(r) df(t)

FIGURE VL5 — Tangente a Im f en f(7)

pour équation paramétrique :
y=f@t)+Adf(t), AeR.

Remarquons que lorsque d f(z) = 0, la tangente a I’image de f semble mal définie.
Ce n’est pas nécessairement le cas. Par exemple, considérons f: R — R? : f
(£3,£3). Son image est simplement la diagonale principale (voir figure VI.6) et
donc la tangente en chaque point est cette droite elle-méme. Pourtant, on cal-
cule aisément que df(¢) = (3t2,3t%) (voir ci-aprés pour les régles de calcul) et

donc df(0) = (0,0). Ainsi, ce n’est pas parce que la dérivée s’annule que la tan-

1. Pour rappel, une fonction affine est la somme d’une constante, ici f(a) — ba, et d’une appli-
cation linéaire, ici x — bx.

2. C’est surtout vrai si le domaine de f est un intervalle. Si Dom f est composé de multiples
intervalles, f peut tracer plusieurs courbes. Il peut également y avoir des points isolés,...
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FIGURE VL6 — f: R — R?: 1 (£2,13)

gente n’est pas bien définie géométriquement. C’est parce que, du point de vue
de la géométrie, qui est statique, le parametre ¢ n’est pas important. Dans I’ex-
emple précédent, I'image de f: R — R? : ¢+ (£3,£3) est la méme que celle de
la reparamétrisation g : R — R2? : 7+ g(1) := f(t'/3) = (1,7) et cette derniere
donne bien dg(0) = (1,1) comme vecteur directeur de la tangente a cette image
au point g(0) = £(0) = (0,0).

Le role du parametre ¢ est donné par une vision dynamique de la fonction
f- Comme nous I’avons dit, on peut voir f(¢) comme la position d’un mobile a
Iinstant 7. Ainsi, f(z +h) — f(¢) représente la distance a vol d’oiseau entre f(t)
et f(z+h). Notons que ce vecteur ne donne pas seulement la longueur parcourue,
quiest ||f(t+h) — f(¢)||, mais également la direction du déplacement. Le quotient
(f(t+h)— f(t)) /h est donc la vitesse moyenne. De nouveau ce vecteur donne
non seulement 1’amplitude de la vitesse mais aussi sa direction. Plus / est petit,
moins le mobile a le temps de faire varier sa vitesse, ce qui implique que la vitesse
moyenne est d’autant plus proche de la vitesse a I’instant . En passant a la limite

h — 0, on obtient que d f(¢) est la vitesse instantanée a I’instant .

Nous avons jusqu’a présent parlé de la dérivée en un point. Dans de nom-
breuses situations, nous voudrons que la dérivée existe en tous les points d’un

ensemble.

Définition VI.4. Soit f : R o— RY et A C intDom f. Nous dirons que f est dériv-
able sur A si f est dérivable en tout point a € A. Dans ce cas, nous pouvons parler
de la fonction dérivée sur A : df : A — RN :a > df(a).
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V1.2 Propriétés de base

Tout d’abord nous allons établir que la dérivabilité est une propriété de régu-
larité plus forte que la continuité.
Proposition VL.5. Soit f: R o RY et a € intDom f. Si f est dérivable en a, alors

f est continue en a.

Démonstration. 11 faut montrer que f(x) — f(a) lorsque x 7, a. Grice aux regles

de calcul sur les limites (proposition 1.7), on a

lim (f(x) — f(a)) = lim (M (x— a))

xia xia X—a
_ im LW =@ lim (x—a) =df(a)-0=0. O
xia Xx—da xX—a

L’implication inverse n’est pas vraie. En effet, la fonction f: R — R : x — |x|

est continue mais non dérivable en x = O car

=0 . o—x - et L) I
lim =lim—=—-1 et lim im
x50 X — =0 X x50 X — x 230X

montre bien que la limite du quotient différentiel n’existe pas.

Prouvons maintenant quelques regles de calcul.

Proposition VL6. Soit f : R o— RV et g : R o= RM deux fonctions dérivables en
un point a € intDom f NintDom g.

(i) Si N =M, alors f+g est dérivable en a et
I(f+g)(a) =9 f(a) +dg(a).
(i) Si M =1, alors f - g est dérivable en a et
d(f-g)(a) =df(a)g(a)+ f(a)dg(a).

(iii) siM =1 et g(a) # 0, alors f/g est dérivable en a et

df(a)gla)— f(a)dg(a
o(f) (0 = 2030 0500
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Démonstration. (i) Les regles de calcul sur les limites (proposition 1.7) im-

pliquent que
el = (fre)@) | flath) — fla) +gla+h) —g(a)
h750 h h750 h
i St —f@ L gla+h) —g(a)
hZ50 h hZ50
— f(a)+dg(a).

Ce calcul montre que la limite du quotient différentiel de f + g existe, donc que
f+gestdérivable en a, et que d(f +g)(a) = df(a)+dg(a).

(i1)) Nous démontrerons sous une forme généralisée cette affirmation dans la
proposition suivante.

(iii) 1l suffit de montrer que d(1/g)(a) = —dg(a)/g(a)* car f/g = f-(1/g)
et la formule générale découle alors de la regle (ii) — faites le calcul ! Puisque
g est continue en a (proposition VL.5) et que g(a) # 0, il existe un voisinage V
de a tel que g(x) # 0 pour tout x € V (voyez-vous pourquoi ?). Par conséquent,
a € intDom(1/g). De nouveau, les régles de calcul sur les limites (proposition 1.7)
impliquent que

(g ath) = (1/8)@) _ 1 gla)—gla+h)

RN h WFoh gla+h)gla)
L glath) ~g(@)
_ = h _ dg(a)
lim g(a+h)g(a) g(a)g(a)
h—0
Ceci conclut la preuve. [

Le produit d’un vecteur par un scalaire n’est pas le seul produit disponible
sur RV, On a aussi le produit scalaire (-]-) : RY x RV — R : (x,y) = (x|y) et,
si N = 3, le produit extérieur x : R> x R — R3: (x,y) — x x y. Les régles de

dérivation de ces produits sont exactement les mémes que (ii), a savoir :

d(flg)(a) = (9f(a)|g(a)) + (f(a)|dg(a))
d(f xg)(a) =df(a) x g(a) + f(a) x Ig(a).
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Qu’est-ce que tous ces produits ont en commun qui fasse qu’ils ont la méme regle
de dérivation ? Ce sont des applications bilinéaires. Une application bilinéaire est
une fonction b : RY x RM — RF qui est linéaire en chacune des deux variables

prise séparément, c’est-a-dire qui vérifie

Vo, ap € R, Vxi,xp € RN, Vy e RM,

b(oyx) + opx2,y) = oub(x1,y) + 0ab(x2,y)

vﬁl?ﬁZ € Ra Vx € RN? VY17y2 € RM?
b(x, Biy1 + B2y2) = Bib(x,y1) + B2b(x,y2)

Les regles de dérivation précédentes proviennent de la formule générale suivante.

Proposition VI.7. Soit b : RY x RM™ — R une application bilinéaire, f : R o—
RY, g: R o= RM ¢t a € intDom fNintDomg. On note b(f,g) I’application R o—
RP : x = b(f(x),g(x)). Si f et g sont dérivables en a, alors b(f,g) est dérivable

en a et

d(b(f.8))(a) =b(df(a),g(a)) +b(f(a),dg(a)).
Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve de cette proposition.

Lemme VL8 (Continuité des applications bilinéaires). Soit b : RN x R¥ — R”

une application bilinéaire. Il existe une constante C € R telle que
Vx e RN, Wy e RY) |b(x,7)|e0 < Clx|oo [Y]oo (VL5)

Cela implique que b est continue au sens o, si ((xn, yn))n e RN x RM converge

vers (x*,y%), alors b(x,,y,) — b(x*,y").

Démonstration. Notons (ey,...,ey) la base canonique de RY et (e],...,e},) la
base canonique de RM. On a donc x = Zé\’: | Xiej ety = 21}/1:1 y je;.. En utilisant la

bilinéarité de b, on a

N
’b(xay)’f” = ’b(zxieiay> ‘
i=1
N

N M
= ’inb(ei, Zyje;) LO = ‘in Zyjb(ei,e'j)
' =1 j=1

i=1 j=1

= ’ixib(eiay)‘w

(o)

[ee]
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N M
< X, Ll bilb(enl-
|x|w|y|wzz|b

i=1j=

1l suffit de poser C := YV  y¥ i=1lb(ei,€})| qui est bien une constante indépen-
dante de x et y.

Soit maintenant (x,,,y,) — (x*,y*) dans RN x RM. Puisque la convergence a
lieu composante par composante (proposition 11.16), cela implique que x,, — x™ et
yn — ¥*. Puisque toutes les normes sont équivalentes, on peut choisir la norme |- |
pour exprimer la convergence, ce qui donne |x, — x*|c — 0 et |y, — y*|ec — 0. Par
ailleurs, nous savons aussi que tout suite convergente est bornée (proposition 1.19
et (IL.1)); donc il existe un R > 0 tel que |y, < R pour tout n. Dés lors, en
utilisant la bilinéarité de b et (VL.5), on peut écrire

‘b(xnvyn) - b<X*7y*)‘°° = ‘b(xn;)’;ﬁ - b(X*7yn) +b(X*7yn) _b<x>k;y*>‘oo
< 1o =2, yn) oo £ [B(X", 0 =¥ oo

< Clo = o o+ Clx e = 3o 5 0

et la convergence dominée permet de conclure que |b(x,,y,) — b(x*,y*)| — O.
O

Démonstration de la proposition VI.7. Grace a la bilinéarité de b, on peut écrire

b(f(a+h),gla+h)) —b(f(a),8(a))

h
_ b(flath)glath) —b(f(a).slath)  b(f(a).gla+h)—b(f(a)s))
h h
:b<f(a+h})l—f(a)’g(a+h)>+b<f(a)7g(a+h})l—g(a)>‘

Puisque (f(a+h)— f(a))/h— df(a), g(a+h) — g(a) et (g(a+h)—g(a))/h—
dg(a) lorsque h — 0, le lemme VI.8 implique que

b(f(a+h),g(a +Z)) —b(f(a),8(a)) —b(9f(a).8(a)) +b(f(a),dg(a)).

]
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Une autre maniere de construire des fonctions est de substituer une expression

a une variable. Voici la regle de dérivation associée.

Proposition VI.9 (Dérivation des fonctions composées). Soient f: R o— R, g:
R o— R et a € intDom f tel que f(a) € intDomg. Si f est dérivable en a et g est
dérivable en f(a), alors go f : R o— RN : x s g(f(x)) est dérivable en a et

d(gof)(a) =g(f(a))df(a).

Démonstration. Plutot que de regarder le quotient différentiel de g o f, nous al-
lons suivre 1’approche alternative donnée par la proposition VI.3. Les hypotheses

s’écrivent comme

f(x)=f(a)+df(a)(x—a)+o(l)(x—a) lorsque x — a (V1.6)
8(v) = g(f(a)) +9g(f(a))(y— f(a)) +o(1)(y - f(a)) lorsque y — f(a).
(VL)

Puisque f(x) — f(a) lorsque x — a, on peut substituer y par f(x) dans (VL.7), ce

qui donne :

g(f(x)) =g(f(a))+dg(f(a))(f(x)— f(a)) +o(1)(f(x) — f(a)) lorsque x — a.

On utilise ensuite (V1.6) pour remplacer f(x) — f(a) par son expression en fonc-
tion de df(a) :

Comme il est clair que dg(f(a))o(1)+o0(1)df(a)+o(1)o(1) —> 0, c’est-a-dire

que cette expression est un o(1), on a

gof(x) =gof(a)+dg(f(a))df(a)(x—a)+o(l)(x—a).

Par conséquent, g o f est dérivable en a et sa dérivée vaut dg(f(a))df(a). O
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La dérivée des fonctions composées permet d’établir une formule pour la
dérivée de I’inverse d’une fonction. Soit I est J deux intervalles ouverts de R
et f:1 — J. Si f est inversible, il existe une fonction f~!:J — I telle que
flof=17et fof ! =1y, cest-a-dire telle que Vx € I, f~'(f(x)) = x et
Yy € J, f(f~1(y)) = . Soit yg € J. D’apres la formule de dérivation des fonc-

tions composées appliquée a f o f 1l ona

Of(f 1(30))df (o) =a(forf ) (o) =9Ls(y0) = L.

On en conclut que 9 f ! (yo) = 1/9f(f~" (o). Cependant, les hypothéses dont
on a besoin pour I’argument précédent sont assez fortes. En effet, il faut que f soit
dérivable en f~!(yg) et que f~! soit dérivable en yy. Donc, si nous savons que la
fonction inverse est dérivable, nous avons une formule pour calculer sa dérivée.
La proposition suivante montre que la dérivabilité de la fonction inverse est une

conséquence de la dérivabilité de f.

Proposition VI.10. Soit I et J deux ouverts de R, f : I — J une fonction inversible
et yo € J. Si f est continue sur I, dérivable en f~1(yg) et (9]‘(]“*1 (yo)) # 0, alors
f~ 1 est dérivable en yy et

_ 1
o1 o) = af (1 (v0))

Lemme VI.11. Soit I un intervalle (éventuellement infini) ouvertde Ret f : 1 -+ R
une fonction continue et injective. Alors, f est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante, J := f(I) est un intervalle ouvert de R et f~1:J — I est con-

tinue.

Démonstration. Commengons par montrer que f est soit strictement croissante,
soit strictement décroissante. En effet, si f n’est ni strictement croissante, ni

strictement décroissante, il existe

xp <xptelsque f(x;) > f(x2) et x3 <xytelsque f(x3) < f(xa).

Quelles que soient les positions relatives de xy, xp, x3, x4 et f(x1), f(x2), f(x3),
f(x4), on peut toujours trouver parmi les x; trois d’entre eux, que nous allons

renommer &, &, &3 tels que & < & < &3 et

(F&) < f(&)et f(&) = f(&)) ou (f(&)=f(&)et f(&) < f(&))
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Nous ne considérerons que le premier cas, le second se traitant de manicre simi-
laire. Puisque f est injective, on a nécessairement que f(&;) # f(&) et f(&) #
f(&3). Prenons y tel que max{f(&),f(&)} <y < f(&). Par la propriété des
valeurs intermédiaires, il existe un @; € [&1, &) etun o € [&;, &3] tels que f(w)) =
y = f(m). Puisque y # (&), on a @ # & et @y # &. Des lors, @ # @, et
f(my) = f(@n). Ceci contredit I’injectivité de f.

Pour le reste de la preuve, nous allons considérer le cas ou f est strictement
croissante, celui ol f est strictement décroissante étant laissé au lecteur. Notons

—oo < a < b < +oolesbornes de I : I = ]a,b[. Nous allons montrer que

f(I) = ]inf f(1),sup f(I)[.

Tout d’abord, il est clair que si x € 1, alors inf f(I) < f(x) < sup f(I). De plus,
on ne peut avoir aucune des deux égalités. En effet, si inf f(I) = f(x) pour un
certain x € |a,b[, on peut prendre x’ € I tel que x’ < x et la stricte croissance de
f implique que f(x') < f(x). Comme d’autre part inf f(I) < f(x), on arrive a
la contradiction inf f(I) < f(x') < f(x) = inf f(I). On exclu de méme 1’égalité
f(x) =sup f(I). Ceci montre I’inclusion « C ».

Pour I’inclusion inverse, prenons y € R tel que

inf f(I) <y <supf(I).

Les propriétés de I’'infimum et du suprémum (propositions 1.39 (iii) et 1.41 (iii))
impliquent qu’il existe un f(x;) € f(I) etun f(x2) € f(I) tels que

inf f(I) < f(x1) <y < flx2) <supf(I).

Par la propriété des valeurs intermédiaires, il existe un x € [xj,xp] C I tel que
f(x) =y.Doncy € f(I) et I'inclusion « D » est établie.

Pour finir, nous allons montrer la continuité de £~ : J = f(I) — I. Soit yp € I
et € > 0. 1l faut trouver un 6 > 0 tel que

Yy € yo—8,50+8], £ e o) f (o) +el.

Prenons 0 < &’ < e tel que £~ !(yg) — &' et f~!(y) + & appartiennent a I (voyez-
vous pourquoi ¢’est possible ?). Puisque f est strictement croissante,

yi=f(f"00) =€) <yo=f(f"00) < f(f " 0) +€) =132
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Prenons & > 0 suffisamment petit pour que
y1<yo—96<yo<yo+96 <y

Reste & montrer que ce 6 convient. Soit y € [yg — 6,yo + 0]. Puisque f est stricte-
ment croissante, f~! ’est aussi (faites-en la preuve !), d’ou

o) =€ =01 <f (- 8)
<o)< o0+8) < ) =) + €.

Par conséquent f~'(y) € |f " (yo) — €, f (vo) + €[ C1f " (vo) — &, (o) +
gl. O

Démonstration de la proposition VI.10. Posons xo := f~'(yo). Pour tout y # vy,

Iinjectivité de f~! implique que f~!(y) # f~!(yo) et donc nous pouvons écrire
-

o) =) 1
v FF0)fo) Vo
f~Hy) —xo

D’apres le lemme VI11, f~! est continue en yq et donc, quand y — yp, on a
) = f~'(vo) = xo. Puisque les f~!(y) ne sont que des x particuliers tendant
vers xo et que par hypothese lim,_, (f(x) — f(x0)) /(x —x0) = df(x0), on trouve
en passant a la limite sur (VI.8) que

o L0 = 00) 1 1
T L TUTO)—f0)  2F ()
=0 fHy) —xo
C’est ce que nous voulions démontrer. 0

Nous invitons le lecteur consciencieux a réécrire les arguments de cette dé-
monstration a I’aide des définitions en €, 0 des limites limy_,y, et lim,_,,.
Les dérivées de fonctions a valeurs vectorielles se rameénent aux dérivées de

leurs composantes.

Proposition VI.12 (Dérivabilité composante par composante). Soit f: R o— RV :
x— f(x) = (fi(x),..., fn(x)) et a € intDom f. On a I’équivalence

f estdérivable ena < Yi=1,...,N, f;est dérivable en a

et, en cas de dérivabilité, d f (a) = (d fi(a),...,d fn(a)).
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Démonstration. Le quotient différentiel de f s écrit

flath)—fla) _ (fl(a+h)—f1(a) fN(a+h)—fN(a)>
i p - :

Puisque les limites se font composante par composante (proposition IV.4), la lim-
ite du quotient différentiel de f existera si et seulement si la limite de ses com-
posantes, qui sont les quotients différentiels des f;, existent. De plus, en cas d’ex-
istence, la limite du membre de gauche, d f(a), est le vecteur des limites des com-
posantes du membre de droite, (dfi(a),...,dfv(a)). O

Les regles de calcul que nous venons d’établir permettent de dériver des fonc-
tions construites a partir de fonctions de base pour autant que nous sachions
dériver ces fonctions de base. Nous allons maintenant rappeler les dérivées de

quelques fonctions élémentaires.
n . n .
Proposition VI.13. 0, (Z aix’) = Z aiix~!
i=1 i=1

Démonstration. Vu que oy (Y1, aix') = Y1, a;dy(x"), il suffit d’établir que o0 =
dx1 = 0 (ce qui est évident) et, si i > 1, dx’ = ix'~!. Cette derniere identité releve
d’un simple calcul (pouvez-vous en justifier les différentes étapes ?) :
, i_ _xi , . . .
ox' = lim = lim (5’*1—|—§’*2x—|—~-—|—§x‘*2—|—xl*1)
éix é X éi)x
A A | i—1 | i1 _ i1
=X x4 txT X = O]
i te;lrnes

Proposition VI.14. d sin = cos ef d cos = —sin.

Démonstration. A ce stade, comme vous connaissez le sinus et le cosinus de
maniere essentiellement géométrique, nous allons utiliser cette approche pour

prouver que

lim ot . (VL9)
xiO X

D’apres la figure V1.7, on voit que, si x € [0,7/2], on a

. sinx
0<sinxy <x < tgx = et cosx>0.

COSX
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Comme le sinus est impair et le cosinus pair, si x € [—7/2,0], on peut écrire

|sinx| = sin(—x) et |cosx| = cosx. Dés lors, six € [—7/2, /2], on a
(VI.10)

La premiére inégalité implique que sinx — 0 si x — 0 et donc, vu que (sinx)? +

tgx

([__sinx

COSXx
FIGURE VI.7 — Estimations sur sinx

(cosx)? = 1, cosx = |cosx| — 1. De plus, (VL.10) implique que, pour tout x €
[_TC/ 27 i’ / 2]’
sinx
cosx < ‘— < 1.
x

Comme sinx et x sont tous deux négatifs ou tous deux positifs, on peut enlever
les valeurs absolues. 11 suffit alors de passer a la limite x — O pour obtenir (VI.9)
(cf. proposition 1.9).

De (V1.9) et (sinx)? + (cosx)? = 1, on déduit que

cosx—1cosx+1 cos?x—1 sinx\ 2
o R
x—0

X X x2 X

Par conséquent

. cosx—1 . cosZx—1 X
Iim — = hm( 5 )
x—0 X x—0 X cosx+1
2
—1 0
—im 2  im . .
x—0  x? x—0cosx—+ 1 1+1

En utilisant I’identité sin(a+ b) = sinacosb + sinbcosa et les résultats précé-
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dents, on trouve que

: n) s
dysinx = lim sin(x+4) — sinx

h—0 h
sinxcosh + sinhcosx — sinx
= lim
h—0 h

... Ccosh— . sinh .
= sinx lim ——— +4-cosx lim —— =sinx-0+cosx- 1.
h—0  h h—0 h
Finalement, d;cosx = dy(sin(x + 7/2)) = cos(x + 7/2)0x(x + 7/2) = cos(x +
m/2) = —sin(x). O

Proposition VL.15. d.e* =e*. O

VI.3 Théoremes de la moyenne

Les regles établies dans la section précédente permettent, a partir d’informa-
tions sur f, de calculer sa dérivée. Ici, nous voudrions aller dans la direction op-
posée : y-a-t-il des informations sur la dérivée a partir desquelles on peut dé-
duire certaines caractéristiques de la fonction? A cette fin, nous allons établir
deux théoremes de la moyenne et en montrer certaines conséquences.

Commencons par le résultat suivant qui restreint les points auxquels une fonc-
tion dérivable peut avoir un maximum ou un minimum.

Proposition VI.16. Soit f : R o= R et a € intDom f un point ou f est dérivable.

Si a est un maximum local ou un minimum local de f, alors a est un point critique

de f, c’est-a-dire df(a) = 0.

Un point a est dit maximum local (resp. minimum local) de f si f(a) est plus
grand (resp. plus petit) que tous les f(x) pour x proche de a. Plus précisément, a
est un maximum local (resp. minimum local) de f s’il existe un voisinage V de a
tel que, pour tout x € Dom f NV, f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)).

Géométriquement, cette proposition dit qu’en un point de maximum ou de
minimum local, la tangente au graphe de f est horizontale (voir figure VL.8). Re-
marquons qu’il est important que le point se trouve a I’intérieur du domaine de f.

En effet, la fonction f: [0, 1] — R : x> x atteint son maximum en x = | et pourtant

df(1)=1+0.
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Y

FIGURE VI.8 — Extrémums locaux

Démonstration. Nous allons traiter le cas ou a est un maximum local de f, celui
ou il est un minimum local est laissé au lecteur. Soit € > 0 tel que B(a, &) C Dom f
et V un voisinage de a tel que f(a) soit le maximum de f sur V. Quitte & diminuer

€ si nécessaire, on peut supposer que B(a,€) C V. On a donc
veela—eatel f(x) < fla).

Des lors, quel que soit x € Ja—€,a+ €[\ {a}, f(x) — f(a) est négatif et le signe
du quotient différentiel dépend du dénominateur :

f(x)—f(a)

X—a

(VL11)

>0 six<a
<0 six>a

Comme on sait que la limite de ce quotient différentiel existe pour x — a, les

limites pour x =+ a et x =+ a existent aussi et sont égales :

~

lim f(x) — fla) — limM = df(a) = lim M_

e X—a x—a x—a sa X

Q

Au vu de (VI.11), la limite de gauche est > 0 est celle de droite est < 0. Des lors,
df(a) doit étre a la fois > 0 et < 0 et donc nul. O

Théoréme VI.17 (Théoreme de Rolle). Soienta# b e R. Si f: [a,b] — R est une
fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| telle que f(a) = f(b), alors il
existe un & € la,b| tel que df(&) = 0.

On peut interpréter ce théoreme en disant que si une fonction prend les mémes
valeurs au bord d’un intervalle, alors la tangente au graphe de f doit étre horizon-
tale en au moins un point & (voir figure VL.9).
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A

R

a ¢ b
FIGURE VIL.9 — Théoreme de Rolle

Démonstration. Comme f est une fonction continue sur un compact [a,b], elle
atteint ses bornes (théoreme V.5). 1l existe donc deux points xpin et Xxmax de [a, D]
qui sont respectivment un point de minimum et un point de maximum de f. Si Xy
Ou Xmax appartiennent a |a, b[, alors la proposition VI.16 s’applique et la dérivée
s’annule en ce point. Sinon, Xy, €t Xmax sont tous deux sur le bord de [a, b]. Vu que
f(a) = f(b), quelle que soit la valeur a ou b que xXpip €t Xmax ont, on a f(xmin) =
f(xmax ). Mais puisque f(xmin) < f(x) < f(xmax) pour tout x € [a,b] on en conclut
que f(x) = f(xmin) = f(xmax) pour tout x, c’est-a-dire que f est constante sur
[a,D]. Dans ce cas, sa dérivée est nulle partout sur |a,b| et on peut prendre par
exemple & = (a+b)/2. O

Théoréme VI.18 (Théoréme de la moyenne). Soienta #b € Ret f : [a,b] — R

une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|. Il existe un & € [a, b] tel que

f(b)=fla)=9f()(b—a). (VL12)

On appelle aussi ce théoréme le « théoréme des accroissements finis ».
On peut écrire (VI.12) sous la forme

f(b)— f(a)

=D _de)

Le membre de gauche est la pente de la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(D)).
Celui de droite est la pente de la tangente au graphe de f au point (&, f(&)).
Leur égalité signifie que les deux droites sont paralleles (voir figure VI.10). Cette
situation généralise le théoréme de Rolle.
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y=f(&)+df(6)(x—

v = fla)+

b—a

FIGURE VI.10 — Théoréme de la moyenne

Démonstration. Définissons la fonction g : [a,b] — R par

f(b)—fla
6 = £~ (£@+ 1O D)
Puisque qu’on retranche de f un polyndme, g est continue sur [a,b] et derivable
sur |a,b|. De plus, un simple calcul montre que g(a) =0 = g(b). Le théoréme de
Rolle implique qu’il existe un & € |a,b| tel que dg(&) = 0. Les regles de calcul
sur les dérivées (popositions V1.6 et VI.13) impliquent que
1(6)~ f(a
0=ag(6) = as(e) - O
—a

et donc la these. ]

Voici maintenant quelques conséquences de ce théoreme.

Proposition VI.19. Soit I un intervalle, éventuellement infini, de R et f : 1 — R
une fonction continue sur I et dérivable sur intl. Si Vx € intl, d f(x) =0, alors f

est constante sur 1.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, quels que soient x,y € I, f(x) = f(y).
Soient x,y € I. On peut sans perte de généralité supposer que x # y. Puisque /
est un intervalle, [x,y] C I et donc |x,y[ = int[x,y] C int/. Par conséquent, f est
continue sur [x,y| et dérivable sur ]x,y[. Le théoréme de la moyenne implique
qu’il existe un & € ]x,y|[ tel que

Fx) = f(y) =9f(&)(x—y).
Par hypothese, d (&) =0, d’ou f(x) = f(y) comme voulu. N

)
f(b)—f(a)

(x—a)
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Proposition V1.20. Soit I un intervalle, éventuellement infini, de R et f : [ — R
une fonction continue sur I et dérivable sur intl. Les affirmations suivantes sont

vraies :

(i) f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si pour tout x €

intl, df(x) >0 (resp. df(x) <O0).

(ii) si df(x) > 0 (resp. df(x) < 0) pour tout x € intl, alors f est strictement
croissante (resp. strictement décroissante) sur 1.

Remarquons que I’implication inverse de (ii) n’est pas exacte. Voici un contre-

exemple : f:R - R:x— x°

est strictement croissante sur R et pourtant
df(0) = 0. Evidemment, une fonction f strictement croissante est croissante et
donc d f(x) > 0 pour tout x. La dérivée ne peut évidemment s’annuler en tous les
points d’un sous-intervalle de /, sinon la fonction f serait constante sur ce sous-
intervalle et donc non strictement croissante. Pour que f soit strictement crois-
sante, la dérivée doit donc étre suffisament souvent positive ; cependant, elle peut

s’annuler et ce de nombreuses fois.

Démonstration. Nous ne donnerons des arguments que pour f (strictement) crois-
sante, les cas concernant la (stricte) décroissance de f sont similaires.
(i) (=) Supposons que f soit croissante. Soit x € int/. Montrons que d f(x) >

0. La croissance de f implique que
h=20= f(x+h)>f(x) et h<0= f(x+h) < f(x).

Ainsi, quel que soit 2 # 0, on a

fx+h)—f(x)

= 0.
h

En passant a la limite 7 — 0, on trouve que d f(x) > 0.

(i) (<) Inversement, supposons maintenant que d f(x) > 0 pour tout x € int/
et montrons que f est croissante. Soit x < y deux points de /. Il faut prouver que
f(x) < f(y). Vu que I est un intervalle, [x,y] C I et donc aussi |x,y[ = int[x,y] C
int/. Dés lors les hypothéses impliquent que f est continue sur [x,y] et dérivable

sur |x,y[. Le théoreme de la moyenne nous dit qu’il existe un & € |x, y[ tel que

f)=f(y) =9 (E)(x—y). (VL13)
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Comme x —y < 0 et, par hypothése, d f(&) > 0, on a bien f(x) — f(y) < 0.
(ii) Soit x < y. Il faut montrer f(x) < f(y). Les arguments sont les mémes que

pour le point précédent jusqu’a (VI.13). On utilise alors le fait que x —y < 0 et
df(&) > 0 pour conclure que f(x) — f(y) <O. O

Voici une généralisation du théoreme de la moyenne due a Cauchy. Celle-ci

nous sera utile pour prouver la régle de I’Hospital.

Théoréme VI.21 (Théoreme de la moyenne de Cauchy). Soient a # b € R et
f, & |a,b] — R deux fonctions continues sur |a,b] et dérivables sur |a,b[. Alors il

existe un & € la, b tel que

(f(2) = f(a))98(E) = 2 f (&) (g(b) —8(a)). (VL14)

Ce théoreme admet aussi une interprétation géométrique. On peut en ef-
fet voir la fonction (g, f) : [a,b] — R? : x — (g(x), f(x)) comme tracant une
courbe partant de (g(a), f(a)) et aboutissant a (g(b), f(b)). Le couple (g(b) —
g(a), f(b) — f(a)) est un vecteur directeur de la droite passant par (g(a), f(a)) et
(g(b), f(b)). Par ailleurs, puisque la dérivée se fait composante par composante,
onad(g,f)(x)=(dg(x),df(x)). Cette dérivée est un vecteur directeur de la tan-
gente a Im(g, f) au point (g(x), f(x)). L’égalité (V1.14) signifie que les vecteurs
(g(b) — g(a),f(b) — f(a)) et (dg(&),df(&)) sont colinéaires, c’est-a-dire que
la tangente en (g(&),f(&)) est parallele a la droite passant par (g(a),f(a))
et (g(b),f (b)) (voir figure VI.11). Ce théoreme généralise le théoreme de la

moyenne qui correspond 2 g(x) = x.

Démonstration. Définissons h : [a,b] — R par

Clairement, & est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. De plus, un simple
calcul montre que h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b). Le théoreme de Rolle im-
plique dés lors qu’il existe un & € ]a, b[ tel que dh(E) = 0. Les regles de dérivation
montrent que 0h(&) = (f(b) — f(a))dg(&) — (&) (g(b) —g(a)) d’ ot on déduit
aisément (VI.14). ]
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(98(£),9f(&

—

FIGURE VI.11 — Théoréme de la moyenne de Cauchy

V1.4 Regle de I’Hospital

Proposition VI.22. Soit a € R et I un ensemble du type |a,a+ §], |Ja— §,a] ou
la—&,a+ {[\{a} pour un certain { > 0. Soient f,g : I — R deux fonctions
dérivables sur I telles que

m dg(x) #OQpourtoutx €l;

m f(x) > 0erg(x) = 0lorsque x —a, x€1;

. lim);zla df(x)/dg(x) existe.

0
Alors, lim @ existe et vaut lim f(x)
X34 g(x) x4 dg(x)

Démonstration. Appelons b la limite de d f(x) /dg(x) lorsque x — a, x € I. 1l faut

prouver que

Ve >0,36 >0, Vxel, x€]a—5,a+5[:>‘%—b‘<8. (VL.15)
g(x
Définissons f,§: IU{a} — R par
- x) sixel B x) sixel
F0e) = {f() i o 200 {g() i
0 six=a 0 six=a

Soit € > 0. Par définition de b, il existe un & > 0 tel que

daf(x)
dg(x)

Vxelnla—&,a+ o, ’ b( <e. (VL16)
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Montrons que ce & convient pour (VI.15). Soitx € IN]a— &,a+ 8[. Pour chacune
des trois possibilités pour I, on a [a,x] C IU{a} et ]a,x[ C I. Les fonctions f et
g étant continues sur |a,x| et dérivables sur ]a,x], les théorémes VI.18 et VI.21
impliquent qu’il existe un 1 € Ja,x[ et un § € Ja, x| tels que

g(x) —g(a) =dg(n)(x—a) (VL17)
(VL18)
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Comme 1,& € 1, il existe des voisinages de 1 et & sur lesquels f = fet g =g
et donc 9g(n) = Ig(n). AF(E) = If(E) et IZ(E) = Ag(€). Dés lors, (VLIT)
devient g(x) = dg(n)(x —a) d’olt on déduit que g(x) # 0 puisque dg(n) # 0
par hypothese et x # a. Par ailleurs, (VI.18) devient f(x)dg(&) = df(&) g(x), ou

encore @ aE)

glx)  dg(&)’
Vu que & € a,x[ CIN]a—8,a+ 6], il suffit d’utiliser (VI.16) pour conclure :

—=—b| <& ]

fx)
‘ 8g

g(x)

VL.5 Dérivées d’ordre supérieur

Nous avons déja dit que si une fonction f: R — RY était dérivable en tout
point d’un ensemble A, on peut parler de la fonction dérivée d f sur A. La proposi-
tion VL.5 implique qu’alors f est continue sur A. La continuité de la dérivée, elle,

n’est pas garantie. Par exemple la fonction f : R — R définie par

_ Ja%sin(1/x) six#0
f(x)_{o §ix=0

est dérivable sur R mais sa dérivée n’est pas continue en x = (. Le graphe de f
et de sa dérivée sont esquissés a la figure VI.12 pour vous donner une idée de
leur forme. Montrons que f est dérivable en tout xg € R et calculons sa dérivée. Si
xo # 0, il existe un voisinage V de xo sur lequel f(x) = x?sin(1/x). Par conséquent

df(xo) = ok (x2 sin()—lc)) (x0) = 2x0 sin(}—lc) — cos(l).

X
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Si xp = 0, nous allons montrer que d f(xp) = 0 a partir du quotient différentiel :

‘f(h);f(O)‘ _ |hsin(}ll)‘

< |h| —= 0.
En conclusion, la fonction dérivée d f : R — R est bien définie et vaut

2xsin(1/x) —cos(1/x) six#0

af(x):{o six=0

On en déduit facilement que d f n’est pas continue en 0. On peut par exemple
prendre x,, := 1/(27n) — 0 pour le voir car d f(x,) = 2x, sin(1/x,) —cos(1/x,) =
2xpsin(2nn) —1=—1+4 0= 3 f(0).

0.2 ‘ ‘ ‘ — ‘ ‘ ‘ —

0.5 1

0.2 1 L 1 L 1 L 1 L 1 1 L 1 L 1 L 1 L 1

FIGURE VI.12 - df : R — R existe mais n’est pas continue

Dans la pratique, la continuité de la dérivée est une propriété souvent désirée.

C’est pourquoi la classe de fonctions qui suit est importante.

Définition VI.23. Soit O un ouvertde R et f: O — RY. On dit que f est de classe
€' sur O si

m pour tout x € O, f est dérivable en x et

= la fonction dérivée df : O — RN : x> 9 f(x) est continue sur O.

L’ensemble des fonctions de classe €' sur O a valeurs dans RY est représenté par
¢ (O;RN).

Rappelons que %(O;RY) désigne 1’ensemble des fonctions continues sur O
(cf. page 126). Le fait que toute fonction dérivable est continue donne lieu a I’in-
clusion €' (O;RN) C € (0O;RM).
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Lorsque la fonction dérivée d f : O — RY existe, on peut se demander si cette
fonction est elle-méme dérivable. Si sa dérivée existe en a, on dira que la dérivée
seconde de f existe en a et on abrégera d(df)(a) en d°f(a). Si d°f(a) existe
pour tout a € O, on peut parler de la fonction dérivée seconde d*f : O — RV :
a v 9°f(a). Si d>f est continue, on dira que f est de classe €. On peut bien
entendu continuer avec d(9°f) = 93 f,... Cela méne 2 la définition par récurrence

suivante.

Définition VI.24. Soit f : R o— R". On pose d°f = f. Pour n > 1, on dit que la
dérivée n° de f en a € intDom f existe si on peut trouver un voisinage V de a tel

que la dérivée (n— 1)° de f, notée 9"~ ! f, existe sur V et est dérivable en a. On

pose 9" f(a) = (3"~ f)(a).

Définition VI.25. Soit O un ouvert de R. On dit qu’une fonction f : O — RY est
de classe €", n > 0, si la dérivée n¢ de f existe en tout point de O et si la fonction
9" f : O — RN est continue. On note €”*(0;R") I’ensemble des fonctions de classe

€™ définies sur O et a valeurs dans RV,

Remarquons que €°(0;RY) = €(0;R"). D’apres la définition VI.24, si la
dérivée ne de f existe sur O (n > 1) alors la dérivée (n — 1) existe également.
Comme cette derniere est dérivable, elle est forcément continue et donc f est de
classe "~ !. En résumé, on a I’inclusion ¢"(O;RN) C 1 (O;RM).

V1.6 Exercices

Exercice VI.1. Soient f(x) =sinxet g(x) =x" oun € N\ {0}. Montrez que, pour
touta € R, on a

dvf(a) =cosa et org(x) = nx"~

Exercice VI.2. Soit f(¢) = (cost,sint).

m Représentez le graphe de f et de son image.

» Représentez la tangente a I’image de f en t = m/2 et donnez son équation

cartésienne.

= Donnez 1’équation cartésienne de la tangente au graphe de f ett = /2.
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% Exercice VI.3. Soit f(t) = (1> +1,#> — 1). Donnez les équations cartésiennes des

tangentes a ’image et au graphe de f ent = 0.
j% Exercice VI.4. Etudiez les points critiques de la fonction f : R — R définie par

3x° — 5%
f(x)= 15

Sont-ils des extrémums ?

% Exercice VL.5. Déterminez toutes les valeurs de a,b € R pour lesquelles la fonc-

tion f(x) = x> 4 ax -+ b posséde un minimum local en x = 1.

% Exercice VL.6. Soit g: R — R?: ¢+ (¢, f(¢)) ol f est une fonction de R vers R.
m Montrez que Img = Graph f.

m Montrez que g est dérivable en a si et seulement si f I’est.

m Montrez que la tangente au graphe de f en t = a est identique a la tangente a

I’image de gent =a.

%‘ Exercice VI.7. Soit

_ Jx%sin(1/x) six#0,
f(x)_{o Six = 0.

Etudiez la continuité et la dérivabilité de f (en chaque point @ € R) en fonction du
parametre @ € N. Pour quel(s) a la fonction dérivée x — d, f(x) est-elle continue

(sur son domaine de définition) ?
Exercice VI.8. Etudiez les points critiques de la fonction f(x) = (3x° — 5x3).

Sont-ils des extrémums ?

Exercice VI.9. Déterminez a,b € R pour que la fonction f(x) = x* +ax + b ait

un minimum local en x = 1 en lequel f vaut 1.

# Exercice VI.10. Soit f : D — R et xy € intD un point en lequel f est dérivable.

» Prouvez que si f(xp) =0 et df(xg) > 0 (resp. < 0), alors il existe un voisinage V
de xq tel que

m f(x) <O (resp. f(x) > 0) pour x € |—o0,x9[ NV ;

m f(x) >0 (resp. f(x) <0) pour x € |xg, +oo[NV.
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Exercice VI.11 (juin 2007). On considere 3 une fonction f : R — R de classe ¢!
telle que
VxeR, 2f(x )+ex SO _sin f(x) —

Déduisez-en f(0) et d,f(0).

x € R, |df(x)| < 1. Montrez que, pour tout x € R, | f(x)| < |x|.

% Exercice VI.12 (aofit 2007). Soit f € %' (R;R) telle que £(0) = 0 et, pour tout
% Exercice VI 13. Soient p,q € Retn € N\ {0,1}. Montrez que la fonction poly-

nomiale p(x) = x"* 4+ px + g admet

= au plus deux racines réelles si n est pair;

m au moins une et au plus trois racines réelles si n est impair.

% Exercice VI.14. Soient f et g deux fonctions dérivables k fois de R dans R. Prou-

vez par récurrence sur k que

k
-0 =X () ) 9 et

i=0

# Exercice VI.15. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable

> sur |a,b[. Montrez que, si Vx € |a,b[, df(x) > 0, alors a (resp. b) est I'unique

point ol f atteint son minimum (resp. maximum).

Exercice VI.16. Soit f € €' (R;R). Pourquoi f posséde-t-elle un minimum et
un maximum sur [0,1] ? Peut-on en déduire que df(x) = 0 pour au moins un
x€[0,1]?

Exercice VI.17. Soit f: D — R.
= Supposons qu’il existe un xo € D et § > 0 tels que f soit croissante sur |xg — 0

e 0%

xo| et décroissante sur |xq,xo + O[. Prouvez que xo est un maximum local de f.
m La réciproque du point précédent est-elle vraie ? C’est-a-dire, si une fonction
f posseéde un maximum local en un point xg € D, peut-on affirmer que f est
croissante sur |xog — &8, x| et décroissante sur ]xg,xo+ 6 pour un certain § > 0 ?
= Montrez que si xg € intD est tel que df(xp) = 0 et qu’il existe un é > 0 tel
que df(x) > 0 pour x € ]xog — 8, x0[ et d f(xp) < 0 pour x € |x,x0+ 6], alors f

possede un maximum local en x.

3. On ne demande donc pas de prouver qu’une telle fonction f existe.
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» Prouvez que si f est deux fois dérivable en xo € intD et que df(xg) = 0,
02 f(x0) <0, alors f posseéde un maximum local en xp. (INDICATION : L’exer-
cice VI.10 peut vous étre utile.)

m Ecrivez et prouvez les propriétés analogues pour les minimums locaux.

s Exercice VI.18. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

(i) Montrez que, si f est dérivable sur |a,b[\ {xo} ot xo € |a,b[ et si

lim 9(x) = yo.

X—>X(

alors f est dérivable en x et d f(xo) = yo.

(i1) La condition du point précédent est-elle nécessaire pour que f soit dérivable
sur |a,b[?

(iii) Soit g1(x) = (x—1)? et g2(x) = (x+a)' + b. Posons

g (x) sixe]l,2].

o(x) = {gl(x) six € [0,1],

Déterminez a,b € R tels que g soit dérivable sur |0,2].

% Exercice VI.19. Soit f : [0,1] — R une fonction continue sur [0, 1] et dérivable
sur ]0, 1[. Supposons que f(0) =0 et 0 < df(x) < 1 pour tout x € ]0, 1[. Prouvez
que f(x) € [0, 1] pour tout x € [0,1].






Chapitre VII

Développement de Taylor et séries

VII.1 Définitions

Définition VIL.1. Soit f: R o— R, a € adhDom f et n € N. On dit que p est un
développement de Taylor d’ordre n de f en a si p est un polyndme de degré au

plus n et
f(x)=p(x)+o((x—a)") lorsque x — a, x € Dom f. (VIL1)

On notera IP,, I’ensemble des polyndmes ! de degré au plus n. C’est un espace

vectoriel de dimension n 4+ 1.

Proposition VIL.2 (Unicité du développement de Taylor). Soit f : Ro— R, a €
adh(Dom f\ {a}) et n € N. Si p| et p; sont deux développements de Taylor d’ordre
nde f en a, alors py = p».

Démonstration. En soustrayant membre a membre les égalités du type (VII.1) qui
expriment que p; et p; sont des développements de Taylor, on obtient

0= p1(x) — p2(x) +0((x —a)") —o((x—a)").

En posant ¢ = p, — pj et en se rappelant qu’une somme de petits 0 en est encore
un, on trouve
g(x) =o((x—a)") lorsque x — a. (VIL.2)

1. Plus correctement, il faudrait parler de fonctions polynomiales. Un polyndéme de degré au
plus n en une variable X est une expression symbolique Y/ a;X"'. Ici nous nous intéressons a la
fonction associée R — R:x— Y7 jaix’.

195
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Comme ¢ est un polyndme de degré au plus n (comme différence de deux tels

polyndmes), on peut I’écrire comme
gx)=ap(x—a)"+---+aj(x—a)+ag (VIL3)

pour certains a,,...,ay,ap € R. Nous allons montrer par récurrence que tous les
a; sont nuls. Cela concluera la preuve car alors g = 0, c’est-a-dire p; = p».
Pour ag c’est facile : de (VII.2) et (VIL.3), il vient

ap = g(a) = limg(x) = limo((x—a)") =0.

X—a X—a
Supposons maintenant qu’on aie montré que ag = --- =a; =0 pour un i < n
et prouvons que a;11 = 0. Vu la nullité de ay, .. .,a;, on peut écrire g comme

q(x) = (an(x — a)”_i_l + - tapa(x—a)+ a,-+1) (x— a)H'l.
Grace a (VII.2), on peut écrire

i1 = lim (ap(x—a)" '+t aga(x—a) +ai)

xX—a
. q(x) . —i—1
= lim ————— = limo(l)(x—a)" " =0
1
xia (x o a)l+ xim
ou la derniere limite vaut O carn —i—1 > 0. O

Ce résultat nous autorise a parler du développement de Taylor de f d’ordre

n en a. De plus, il nous dit que, peu importe la maniére dont le polyndome p est
obtenu, du moment qu’il vérifie (VIL.1), c’est le développement de Taylor. Nous
allons établir ci-apreés une formule qui donne p en fonction des dérivées de f
au point a. Mais 'unicité et les regles de calcul sur les petits o sont aussi des
outils puissants pour calculer des développements de Taylor. Par exemple, si f est
un polyndme, disons f(x) = Y a;(x — a)’, alors son développement de Taylor
d’ordre n en a est donné par p(x) = Z?:E{"’m} ai(x—a)’, ¢’est-a-dire le polyndme
tronqué aux n premiers termes. Vérifier cette affirmation est facile, en effet

m .

Z ai(x—a)' sin<m

f(x) _p(x> =\ i=n+l1

0 sin>m
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m
(x—a)"*! Z ai(x—a)™™ ! sin<m
- i=n+1
0 sin>m

=(x—a)"o(1).

De plus cette technique nous permet d’obtenir des développements de Taylor en
combinant ceux des fonctions plus simples. Plus spécifiquement, nous invitons le
lecteur a établir que si p est le développepent de Taylor d’ordre n de f en a et que
q le développement de Taylor d’ordre m de g en a, alors

» p+q estle développement de Taylor d’ordre min{n,m} de f+geta;

» p-q est le développement de Taylor d’ordre min{n,m} de f- g en a.
Ces regles ne sont en général pas utilisées comme telles mais reprouvées dans
le cours des calculs. En effet, il arrive souvent que les résultats puissent €tre

améliorés dans des cas particuliers.

VII.2 Formule du reste

Théoreme VIL.3 (Formule du reste du développement de Taylor). Soit I un inter-
vallede R, f:1— R, a €intl et n € N. Supposons que df,...,d" ' f existent sur

intl. Alors, pour tout x € I, il existe un & € |a,x] tel que

aif(a) (x_a)i+ an+1f(§) (x_a)nJrl.

i!

D) (VIL4)

f=Y
i=0

De plus, si x # a, alors § € ]a,x|.

Ce résultat généralise le théoreme de la moyenne qui correspond a n = 0.

Démonstration. Soit x € I. Si x = a, on a ’égalité en prenant & = a. Nous allons
donc considérer que x # a pour le reste de la preuve. Définissons la fonction F :
I—R:y—ypar

d'f(a) (y—a)i— fx)=Y"L, aiJ;(a) (x—a)

n+1
i! (x —a)r+! br=a)™.

F(y)zf(y)—i)
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Commengons par remarquer que F(x) = 0. De plus, F(a) =0, dyF(a) =0,...,

8y”F (a) = 0. Pour le voir, on commence par se rappeler que

S i (i—k+ D)X sik<i
0 sik>i

i! ; ) }
. ¥k sk <i
0 sik>i

(ceci se démontre aisément par récurrence sur k). Des lors, pour 0 < k < n, on a

-, M (x—a)

a}{c(y . a)nJrl

= (x —a)rt!
" 9 f(a) i
— 8k o _N\i—k
9'f(a) i
f(x) _er'lzo il (x_a> (n+ 1)! n+1—k
_ - - VILS5
(c—a)yt] YT (VILS)
En remplacant y par a, le terme (y —a)"*!~* s’annule ainsi que tous les termes de

la somme sauf celui pour lequel I’exposant de y — a est nul. On a donc

kf(a
8ku(a) =% f(a) - Zci(k;' (a—a)® =0 f(a)— " f(a) =0.

Puisque F(a) =0 et F(x) = 0, le théoreme de Rolle implique qu’il existe un
&1 € a,x] tel que dF (&) = 0. Comme on sait aussi que dF (a) = 0, une seconde
application de Rolle donnera un &, € |a,&[ C |a,x] tel que d°F (&) = 0. On peut
continuer de la sorte tant que d*F (a) = 0. A la derniére étape, on aura 9" F (a) = 0
et "F(&,) = 0 pour un certain &, € |a,&,_1[ C ]a,x|. Une derniére application du
théoreme de Rolle fournit &, | € ]a, &,[ C Ja, x| tel que 9" *'F(&,,1) = 0. Posons
& := &, 1. En dérivant (VIL5) pour k = n, on trouve

8y”+1F(§) _ an—i—lf(é) _ay<i a’f(a) (y_a)i—n>

i—n (i—n)! y=£
F) = 229 (x—a)i (n+1)!
BT
_yn 9@ i
:8"+1f(§)—f(x) i=0 ! (x a) (l’l—l—l)'

(x_a)n—i-l
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Au vu de cette formule, quelques manipulations algébriques simples transforment
I"HIF(E) =0en (VIL4). O

Théoreme VIL4. Soit f : R o— R, a € intDom f et n > 0. S’il existe un voisinage
ouvert V de a tel que f € €"(V;R), alors le développement de Taylor d’ordre n

de f en a existe et est le polynome

i 9@ gy (VIL6)
i=0

i
Démonstration. Nommons p le polynome (VIL.6). 1l faut établir que
f(x)=px)+o((x—a)") lorsquex — a.

Sin =0, c’est juste une conséquence de la continuité de f en a. Prenons un € > 0
suffisament petit pour que I :=]a—€,a+ €[ C V. Puisque df,...,d" f existent sur

I, le théoreme VIIL.3 implique que, pour tout x € I, il existe un &, € ]a, x| tel que

n—1 9i a ) n
= L D+ L
_ p(x) + anf(éx) — anf(a> (x_a>n

n!

Il reste a voir que 0" f(&;) — 9" f(a) —» 0 pour montrer que p satisfait (VIL1).
Comme &, € Ja,x[ C 1, ona |§; —a| < [x—al et donc §; —— a. Vu que 9" f est
continue sur /, on en déduit 9" f(£,) — 9" f(a). Ceci conclut la preuve. O

VII.3 Introduction aux séries

Définition VILS. Une série est une écriture symbolique de la forme )", x, ou

(xn )y, €st une suite de RY.

Définition VIL6. On dit que la série },;7, x, converge si la suite des sommes

m =)
partielles ( Z x,,) converge, auquel cas on désignera la limite par Z Xp.

n=ny n=n
On dit que la série )7, x, diverge si la suite des sommes partielles diverge.

mz=n

Il faut bien comprendre que, en I’absence d’informations, }7,” , x, est juste

une écriture symbolique, qui montre notre intention de sommer les éléments mais
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qui n’a pas de valeur. C’est seulement lorsqu’on sait que la série converge que ce

méme symbole acquiert une valeur :

oo m

Z X, = lim Z Xn
- m—r-too &
n=ng n=n,

Le contexte doit faire la différence entre ces deux usages de },,, Xy

Commencons par un criteére nécessaire pour qu’une série converge.
o e . (oo}
Proposition VIL7. Si )", x, converge, alors x, — 0.

Démonstration. Appelons £ la limite de (Y-, xn)m>no. On a, Xy = Yo Xn —
ymol no*n 5 L —£=0. ]

m—yoo

Définition VIL8. On dit qu'une série },”, x, est absolument convergente si la

série Y.,

L’intérét de cette définition découle de la proposition suivante.
Proposition VIL9. Si )", x, converge absolument, alors } ;" x, converge.

Démonstration. Pour montrer que la suite des sommes partielles (ZZ’:no xn)m>n0
=

converge, nous allons montrer qu’elle est de Cauchy, c’est-a-dire

-1 -

mi

PIEES

Ve >0, dmg, Vmy > my > my,

~
Soit £ > 0. Comme la suite des sommes partielles (a Y, Hxn||)m>n0 converge,
elle est de Cauchy et par conséquent il existe un mj, € N tel que
my
Vmy =my >mpy, Y |lnl <e
n=mj
Prenons mq := my,. Simy > my > mo, ona [|[X02,, xal| < 02, %] < O

Théoréme VIL.10 (Convergence dominée). Soient (xn)nsn, € RY et (Yn)nzn, €

[0, 40| deux suites telles que
Vnzno, |lxall <y

Si Yo, Yn converge, alors Y.,", xn converge absolument.
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Démonstration. En effet, comme (y,) est une suite de nombre positifs, la suite des

sommes partielles (ZZ’:,ZO yn)m>n0 est croissante et donc sa limite est son supré-
=

mum. Deés lors, on a ZT:nOHXnH < Xl Yn < Xop, Yn € R. Par conséquent, la
: m : .y
suite (Yo, [1xn H)m%o est croissante et majorée, donc converge dans R. O

Proposition VIL11. Soit a € R. La série ) _ya" converge (absolument) si et

seulement si |a| < 1.

Démonstration. (<=) Supposons que |a| < 1. Des lors, un simple calcul montre

que la série converge Y™ ya" = (1 —a™"1) /(1 —a) —= 1/(1—a).

(=) Si), ,a" converge, la proposition VIL.7 implique que " — 0 dont on
sait que ¢a a lieu uniquement si |a| < 1. O

Proposition VIL12. Y | 1/n% converge si et seulement si ot > 1.

Démonstration. Puisque, pour x € [n,n+1], 1/x* < 1/n% <1/(x—1)%, il vient

m m m 1 m—1 1 21 m ]
—dxr<) — < ——dx= —dx< [ —dx —dx
/2 x% r;n“ /2 (x—1)* /1 x% /1 x¢ +/2 x%

my /o
mz2 (" 1/x dx)m>2
les inégalités précédentes impliquent qu’elles convergent ou divergent en méme

Comme les deux suites ( "ol /na) sont croissantes,

temps. Or
1 1 1 )
[t [l ) e
2 X% R
Inm—1In2 siox=1
De ceci, on déduit aisément la these. ]

Voici deux criteres fréquemment utilisés pour prouver la convergence absolue
d’une série.

Théoreme VIL.13 (Critere de d’ Alembert). Soit },", x, une série de RN.

(i) Si lim M < 1, alors la série converge absolument.
n—ee || x|

(ii) Si lim o1 > 1, alors la série diverge.
n—oo || %n]l

(On suppose donc implicitement que x,, # 0 pour n grand.)
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Démonstration. (i) Prenons ¢ € |1imy,_se ||X41]|/[|%n|, 1 - Par définition de la lim-

ite supérieure, il existe un ng tel que sup,,,, [|xn+1|/[1% | < c. Dés lors,
Vnzno, |ari] < el
On prouve aisément par récurrence (faites le) que
Vn>ng, |[xal] <X || =1 yn

Or la série }.,_, vn converge puisque 0 < ¢ < 1. La série des x, converge donc
absolument par convergence dominée.
(ii) Prenons ¢ € | 1,1im,, ., [[x441]|/[l%x | [- Par définition de la limite inférieure,

il existe un ng € N tel que inf,>p, |xn+1]//|]xn|| = c. Par conséquent,
Vnzno, Xl = el

De nouveau, un simple argument par récurrence implique que, pour tout n > ny,
n—ng . N
[[xn ]| = €"7"0||xp||. Comme ¢ > 1, on a ||, || ——=> +o0 ce qui ne permet pas a la

série des x, de converger car ceci impliquerait x,, — O. [

Théoreme VIIL.14 (Critere de Cauchy). Soir },;", xn une série de RN,

(i) Si lim /||x,|| < 1, alors la série converge absolument.
n—o0

(ii) Si @ V ||%2|| > 1, alors la série diverge.
n—soo

Démonstration. (i) Prenons un ¢ € ]an_m N xnl] 1 [ Par définition de la limite
supérieure, il existe un ng € N tel que sup,-,, v/ []xx | < ¢. Dés lors,

Vn>no, x| <"

et, tenant compte du fait que 0 < ¢ < 1, le théoréme de convergence dominée pour
les séries implique que } ;" x, converge absolument.

(ii) Soit ¢ € ] 1,1im, e {/[|x,[| [ Par définition de la limite supérieure, il ex-
iste un ny € N tel que, pour tout n > ny, SUPy, >y, {’/M > ¢. Par définition du
suprémum, on a

Vn>ng, Im=n, ||xu| =" (VIL7)

Prenons, dans (VIL.7), n = ng + 1. On trouve I’existence d’un n; > ng tel que

||, || = ™. Prenons ensuite n = nj + 1, ce qui donne un ny > ny tel que ||x,, || >
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¢"2. On continuant de la sorte (construction par récurrence), on obtient une suite
strictement croissante (1) telle que ||x,, || = ¢ > 1. Par conséquent, x,, / 0.
Or (xp, k=0 est une sous-suite de (x,). Dés lors x,, /4 0 ce qui implique que la série
Y _(Xn NE cOnverge pas. [

Le théoréme VII.14 est plus fin que le théoreme VII.13. Cela veut dire que,
lorsque le théoreme VII.13 conclut a la convergence ou a la divergence, alors
le théoreme VII.14 fait de méme. Par conséquent, si le théoreme VII.14 n’ar-
rive pas a conclure, alors le théoreme VII.13 ne fournit pas de réponse non
plus. Ces théoremes ne sont cependant pas équivalents : il peut arriver que le
théoreme VII.14 donne une réponse alors que le théoreme VII.13 ne peut rien
dire. Cette discussion se traduit par les implications suivantes :

i el L <
P o] e
im Pl L Tl > 1
n—soo || %n]l n—eo

Comme application de la théorie ci-dessus, définissons les fonctions exponen-
tielle exp : R — R, sinus sin : R — R et cosinus cos : R — R :

0 n

e* =expx:= x—,
n:O”!
o x2n—|—l
sinx := )
n;,( S G
00 2n
X
cosx:= Y (—1)" :
nzb (2n)!

Il est aisé, en utilisant le critere de d’ Alembert, de montrer que ces séries con-
vergent absolument. La puissance de ces définitions est qu’elles peuvent étre re-
copiées telles qu’elles si x € C ou pour une matrice. Pour x € C, on peut montrer
que

expx = e (cos(Sx) +isin(Sx))

0 — cosO +isin6.

Définition VIL15. Soit A € RV*N ou A € CV*N. On définit I’exponentielle de la

matrice A, notée expA ou ed, par

et, en particulier, que ¢

A= - A_”l RNXN
eXpA = Z Y € .
n=0 """
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Pour montrer la convergence de cette série, on choisit la norme

|A[] := sup [[Ax]

Xl <1

Pour cette norme, on a ||Ax|| < ||A|| ||x||. Des lors, ||A" /n!|| < ||A]|"/n! et il suffit

d’appliquer le critere de convergence dominée.
L’exponentielle possede les propriétés suivantes.
Proposition VIL.16. Soient A,B € RV*N On a
(i) exp(A+ B) =expA-expB si A et B commutent, c’est-a-dire si AB = BA.
(ii) A — expA est une fonction continue.

(iii) t — exp(tA) est une fonction dérivable sur R et sa dérivée vaut

J; (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA) A.

VII.4 Exercices

©We Exercice VIL1. (i) Soit f:R—R:x— 1+4x>+3x* Calculez les développe-
x ments de Taylor d’ordre 1, 2, 3, 4 et 5 de f au point x = 0.

(ii) Méme question qu’au point (i) avec f(x) =1+ 2x3 enx =0.
(iii) Méme question qu’au point (i) avec f(x) = 1+2x> enx = 1.
j% Exercice VII.2. wu Calculez les développements de Taylor d’ordre 1,2, 3,4, 5 et
10 de la fonction f(x) = sinx au point x = 0.
= Donnez une formule générale pour le développement de Taylor de f(x) = sinx

en x = 0 d’un ordre n € N quelconque.

(% Exercice VII.3. Mémes questions qu’a I’exercice VII.2 pour chacune des fonc-

tions suivantes :
(i) f(x) =cosx;
(i) f(x)=e";
(iil) f(x) =In(1+x).
% Exercice VIL4. Mémes questions qu’a I’exercice VIL.2 pour f(x) = (1 +x)% ou

o € R. En particulier, écrivez explicitement le développement de Taylor de x —
1/(1+x) au voisinage de x = 0.
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% Exercice VILS. Soit f € €?(R;R) une fonction telle que
fx) =7—=5(x+6)+8(x+6)2+6(x+6)°>+0((x+6)*) pour x proche de —6.
Que vaut 92 f(—6) ? Justifiez votre réponse.

%‘ Exercice VIL6. Soit f une fonction définie sur R telle que
f(x) =4+5(x—3) —6(x—3)2—|—6(x—3)3_|_0<(x+ 1)4)

On peut en déduire que f est dérivable en un certain point xg. Quel est ce xg et que

vaut d f(xg) ?

% Exercice VIL.7. On considere une fonction f ayant un développement limité
f)=242x+1) =5+ D*+5x+2)° =9+ 1)°+0((x+1)")

au voisinage de —1. On est intéressé par le position du graphe 7' de la tangente
au graphe de f au point (—1, f(—1)) par rapport a Graph f. Pour x trés proche de

—1, laquelle des quatre situations suivantes est la bonne ?
(i) T est au-dessous de Graph f';
(i1) T est au-dessus de Graph f';

(iii) T est au-dessous de Graph f a gauche (quand x < —1) et au dessus de
Graph f a droite (quand x > —1);

(iv) T est au-dessus a gauche et au dessus a droite.

Justifiez votre choix et prouvez vos affirmations.

j% Exercice VIL.8. Méme questions que pour I’exercice VII.7 pour 3 au lieu de —1

et pour la fonction f ayant un développement limité
f(x)=—9+4(x—3)+5(x—3)> +4(x-3)*+0((x—3)°)
au voisinage de 3.

%‘ Exercice VIL.9. Estimez In(1,1) grace & un développement de Taylor d’ordre 3.
Majorez I’erreur commise.

% Exercice VII.10. Estimez cos(61°) grace a un développement de Taylor de cos
d’ordre 2 au voisinage de /2. Majorez I’erreur commise.
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ﬁ%i Exercice VIL11. Soit f une fonction telle que f(x) =5 —5x — x> — x> +o(x*) au

voisinage de 0. Sachant que f est quatre fois dérivable dans I’intervalle |—0,7;0,7|
et que |0*f(x)| < 18 sur cet intervalle, quelle est I’erreur maximale obtenue si on
remplace f(x) par 5 — 5x —x? — x> dans ]—0,7;0,7[ ?

jﬁ@é Exercice VII.12. Méme question que pour I’exercice VII.11 pour la fonction f
telle que f(x) = 3 +3x+ +6x> + 8x> + O(x?) au voisinage de 0 et [d* f(x)| < 13
sur |—0,7;0,7[.

(% Exercice VII.13. On considere une fonction f ayant le développement de Taylor

5—5(x—4)—6(x—4)%>+10(x —4)? d’ordre 3 au voisinage de 4. Sachant que f
est quatre fois dérivable dans 1’intervalle ]3,2;4,9[ et que |0*f(x)| < 30 sur cet
intervalle, quelle est I’erreur maximale obtenue si on remplace f(x) par 5 —5(x —
4) —6(x—4)>+10(x —4)3 dans |3,2;4,9[ ?

% Exercice VIL14. A partir des développements de Taylor des fonctions élémen-

taires, trouvez celui de

(i) f(x) =e* au voisinage de 0, a I’ordre 4 ;
(ii) f(x) =e* au voisinage de xp € R d’ordre n € N ;
(iii) f(x) = cos(x*’) au voisinage de 0, a I’ordre 53 ;
(iv) f(x) = cos(cosx— 1) au voisinage de 0, a I’ordre 5 ;
(v) f(x) = e""* au voisinage de 0, 2 I’ordre 3 ;
(vi) f(x) =e"-cosx au voisinage de 0, a I’ordre 3 ;
(vii) f(x) =tgx au voisinage de 0, a ’ordre 4 ;
(viii) f(x) =cos <l + 7 —i);x) au voisinage de 0, a ’ordre 4 ;

(ix) f(x) = fl_‘;’;

Justifiez vos calculs.

au voisinage de 0, a I’ordre 3.

% Exercice VIL15. Soit f : R — R une fonction continue telle que f(x) = x> +
o(x?) lorsque x — 0. Que vaut £(0) ? Montrez que f posséde un minimum (strict)

enx=0.
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% Exercice VILI.16. Prouvez que, pour tout k pair et pour tout x > 0,

k1 it o2t
—1 l <
,-;)( iz St s Z eI

Cela reste-t-il vrai pour x < 0 ? Si non, qu’a-t-on ?

% Exercice VII.17. Estimez la valeur de la constante « e » grace a un développe-
ment de Taylor d’ordre 9 et donnez une majoration de I’erreur. Proposez un algo-
rithme qui estime « e » grace a un developpement de Taylor d’ordre n (qui est une

donnée de 1’algorithme). L’erreur diminue-t-elle lorsque n augmente ?

% Exercice VIL.18. Soit f une fonction deux fois dérivable en xy € intDom f telle
que df(xp) = 0et d>f(xo) >0 (resp; 3> f(xp) < 0). En utilisant le développement
de Taylor de f au voisinage de xp, montrez que xp est un minimum (resp. un
maximum) local de f. (REMARQUE : L’exercice VI.17 résoud le méme probleme

avec une approche qui ne fait pas intervenir le développement de Taylor.)

% Exercice VIL.19. Soit une fonction f dérivable n > 1 fois en xo € intDom f. Sup-

posons que 9'f(xg) =0 pouri=1,....,n—1 et 3"f(xo) # 0. Comment peut-on
dire a partir de 9" f(xg) si le point critique x est un maximum local, un minimum
local, ou un point de selle ?

% Exercice VIL.20. Calculez :

sinx _ ecosx—l
1 ’ cee . .
M A0 x (i) )lcl—I}(l) 1 —cos?x ’
9x3 — 3x2 cosZx+xshx—1
1 ; . .
(@) x50 In(1+x)— W) ilg(l) chx—1

j% Exercice VIL.21. Montrez que si f est une fonction paire (resp. impaire), alors
son développement de Taylor d’ordre n en O ne contient que des exposants pairs

(resp. impairs). (Pouvez-vous le faire sans supposer que f est n fois dérivable ?)

% Exercice VIL22. Etudiez la convergence des séries suivantes :

gy = 3
(i) ) d' ova€eR; (ii) Z;)I;
1=

i=0
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oo 2 d+cos?i
(viil) Z —a

i=1

e
(iv) Z_l, ) 0 i+1 .
0 Loarsiea’
) Z’ 7_1—1-1 w A2
© Y
(vi) Z;oupe]o,+oo[; Ly
i=1
R |
(vii) 22 +3 (x1) ,ZQE

% Exercice VIL.23. Etudiez la convergence des séries suivantes grice aux critéres
de d’ Alembert et de Cauchy.

& = n(2i —1
(i) Y nu" o u €10, o0 ; Z l
n=0 n=1
> a’ ln . i
(ii) Z ol a € |0,+oo[; (vi) Z o
n+a . >
(iii) Z ( ) ola,b €]0,4e;  (vij) Y d"onacR.
on. 3n+1 n=
(iv) Z ol a € |0,+o0[;

% Exercice VIL.24 (juin 2001). Etudiez la convergence de la série

—3i )Zn 22n 1

+
L on

% Exercice VIL25 (juin 2002). Etudiez la convergence de la série

i (2i—1)"
= 1+3M

% Exercice VIL26 (aoiit 2002). Etudiez la convergence de la série

Ji" n(i—1)"
2n43i

n=1
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% Exercice VIL.27 (aoiit 2006). Calculez le développement de Taylor d’ordre 3 en
x =1 de la fonction
f:R—=R:x—sin(e" ! —1)
Donnez le lien entre ce développement de Taylor et la fonction f en termes de

petit o.

% Exercice VIL.28 (aoiit 2007). Calculez le développement de Taylor a I’ordre 2
en 1, avec reste exprimé en terme de o0, de la fonction

(X _ 1)2 e—S(x—l)

‘R—>R:x+—
f T T sh(— 1)

s Exercice VIL.29. Prouvez que, pour tout x,y € [0, +oo[ et pour tout o > 1,

X y* < (x+y)”

= En déduire que Y x% < (¥, x)%
m QuenestilsiO< < 1?






Chapitre VIII

Equations différentielles ordinaires
linéaires

Les équations différentielles sont simplement des équations ou interviennent
des dérivées. Elles ont été présentes des 1’invention des dérivées. En fait, les
dérivées ont été créées pour pouvoir écrire des équations différentielles, en partic-
ulier la célebre loi de la mécanique de Newton F = md/*x. Aujourd’hui, les équa-
tions différentielles sont présentes dans bien d’autres domaines que la physique
théorique (qui ne pourrait exister sans elles) : on les trouve en chimie, en biologie,
en économie, en traitement de I’image,...

Dans ce chapitre, nous allons apprendre a résoudre une classe d’équations fort
simples : les équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients constants.
Mais tout d’abord, nous allons présenter les concepts de base et discuter de la

méthode dite des variables séparées.

VIII.1 Définitions

Nous allons considérer dans ce chapitre des équations différentielles ordi-
naires (EDO), ¢’est-a-dire ou ne figurent que des dérivées par rapport a une vari-
able donnée. Nous allons appeler cette variable x mais il faut savoir qu’en phy-
sique ce x tiendra souvent la place du temps. Nous prendrons comme modele

général d’une équation différentielle ordinaire :
OMu= f(x,u,duu, ..., 0" u). (VIIL1)

211
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Parfois on dit que (VIII.1) est explicite car la dérivée dont I’ordre est le plus élévé
est isolée, contrairement a une forme du type f (x,u,axu, . .,8;‘*1u,8fu) =0.
Dans (VIIL1), f est une fonction définie sur un ouvert Q C R x (RV)" a valeurs
dans RV,

Une solution de (VIIL1) est une fonction u : I — RV, ou I est un intervalle
ouvert de R, telle que

m Oy, ...,d"u existent sur [ ;

n Vx €1, (x,u(x),ou(x),..., 00 tu(x)) € Q;

m Vxel, dlu(x) = f(x,u(x),c?xu(x), .. .,af_lu(x)).
Dans le cas ou N =1 et n = 1, une interprétation graphique simple est possible.
L’équation (VIIL1) prend alors la forme dyu = f(x,u). Si u est une solution et
qu’on regarde un point (xg,u(xg)) de son graphe, 1’égalité dyu(xo) = f(xo,u(xp))
dit que le vecteur directeur (1,dyu(xg)) de la tangente au graphe en ce point est
égal a (1, f(xo,u(xo))). Don, si le graphe d’une solution u passe par le point
(xo,up), alors (1 , f (xo, uo)) doit étre un vecteur directeur de la tangente au graphe
de u en ce point. Par conséquent, tracer en chaque point (xq,ug) € Q le vecteur
(1, f(xo0,up)) permet de deviner la forme du graphe de la solution car (1, f(xo,uo))
donne la direction que la graphe suit au point (xo,ug) (voir figure VIIL1).

FIGURE VIII.1 — Champ de vecteurs (x,u) — (1, f(x,u)) et une solution

Souvent, on est intéressé a trouver une solution qui obéit a une condition ini-
tiale. Du point de vue de la mécanique, donner une condition initiale revient a

prescrire la position et la vitesse du mobile a un temps donné. Pour (VIII.1), une
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condition initiale est une contrainte du type

0
u(xp) = u(() )
duu(xo) = u'l)
o (xo) =g (VIIL2)
_ ~1
o~ u(xo) = '
ou xop € Ret ugo) yeen ,ué"_l) sont des vecteurs de RY fixés. On dira qu’une so-

lution u : I — RV satisfait la condition initiale (VIIL.2) si xo € I et u vérifie les
égalités (VIIL.2). Le probléme consistant a rechercher les solutions d’une équation

différentielle obéissant a une condition initiale est appelé probléeme de Cauchy.

VIIL.2 Existence de solutions

Théoréme VIIL.1 (Existence et unicité locales). Soit f € €' (Q;RY). Quel que
soit (xo,u(()o), - u(()n_l)) € Q, il existe un intervalle ouvert I C R contenant x et
une fonction u: I — RN qui est solution du probleme de Cauchy (VIIL.1)-(VIIL.2).
De plus, siv:J — RN avec xg € J est solution de (VIIL.1)-(VIIL2), alors u = v

surlNJ.

Définition VIIL.2. On dit qu’une solution u de (VIIL.1) est une solution maxi-
male si elle ne peut étre prolongée. Plus précisément, u : I — RY est une solution
maximale si, quelle que soit la solution v:J — RN avec I C I et v|; =u, on a

nécessairement que v =u (i.e. J =1).

Théoreme VIIL.3. Toute solution peut étre prolongée en une solution maximale.
Autrement dit, pour toute solution u : [ — RV, il existe une solution maximale
ii: I — RN telle que I C I et ii|; = u.

VIII.3 Méthode des variables séparées

La méthode des variables séparées est un procédé de résolution d’équations de

la forme
owu = g(x)f(u) (VIIL.3)
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Le nom de « variables séparées » vient du fait que, dans le membre de droite,
les x et les u agissent séparément, a travers leur propre fonction. Recherchons les

solutions qui satisfont la condition initiale
u(xp) = up.

Pour cela on écrit (VIIL.3) sous la forme dyu(x)/f(u(x)) = g(x) et on integre de

Xp a x, ce qui donne

u(x)d_v_ X axl/t(x> B X .
/”(Xo) fv) f(u(x))d"—/xOg< ) dx.

La premiere égalité provient d’une intégration par substitution. Si on définit les
fonctions F(y) := [; 1/f(v)dv et G(x) = [} g, on voit que la solution u est don-

née de maniere implicite par 1I’équation

u(x) = FY(G(x)). (VIIL4)

Pour voir si F est inversible, on peut regarder sa dérivée : dF (y) = 1/f(y). Si
JdF (y) > 0 (resp. < 0) pour tout y, alors nous savons que F est strictement crois-
sante (resp. strictement décroissante), donc injective. Pour pouvoir écrire (VIIL.4),
encore faut-il que G(x) € ImF...

Il y a aussi un autre probleme que nous avons négligé depuis le début qui
concerne la possibilité que f(u(x)) = 0. En effet, si cela arrive, on ne peut méme
pas faire I’étape initiale de la division par f(u(x)). On pourrait argumenter que, si
f(up) = 0, alors on a la solution constante u(x) = uy pour tout x et, si f(ug) # 0,
alors, la solution que 1’on cherche étant continue, on aura f(u(x)) # 0 pour x
proche de xg et on pourra appliquer la démarche ci-dessus. Il reste que, dans la
pratique, faire I’enticreté des calculs avec rigueur peut €tre relativement lourd.
Dans les cours plus avancés sur les équations différentielles ordinaires, vous ver-

rez un théoreme d’existence et d’unicité locale qui permet d’alléger ces calculs.
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VIII.4 EDO linéaires a coefficients constants

Définition VIIL.4. Une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n a co-

efficients constants est une équation du type
n
Z a;diu(x) = f(x) (VIILS)
i=0

ouay,...,a, € R,a,#0et f: R — R. La fonction f est appelée le second membre

de I’équation. Nous dirons qu’une telle équation est homogene si f = 0.

Nous nous intéresserons aussi au cas ou ces équations sont complexes, c’est-
a-dire ot ag, . ..,a, € C, f : R — C et ou on cherche des solutions u : R — C. Pour
pouvoir traiter les deux cas de maniere unifiée, K représentera R ou C (au choix)
pour le reste de ce chapitre.

Cette équation est appelée linéaire car I’ opérateur différentiel

u— Du:=Y a;du

n
i=0

est linéaire. Ceci signifie que si on prend deux fonctions u et v et deux scalaires
o et B, alors D(au+ Bv) = aDu+ BDv. Grice a ceci, on a un principe de super-
position : si u est une solution de Du = f et v est une solution de Dv = g, alors
o+ B est une solution pour le second membre o f + Bg.

Le fait que 1’équation soit linéaire a des conséquences importantes sur les
ensembles de solutions. Tout d’abord, 1’ensemble des solutions de 1’équation ho-
mogene

KerD := {u : Du = 0} est un espace vectoriel.
De plus, si on trouve u, une solution particuliere de Du = f, alors toutes les solu-

tions de Du = f sont de la forme up +vouDv=0:

{u:Du=f}=up+KerD = {up,+v:Dv=0}.

VIILS Cas simples

Notons P, (K) I’ensemble des polyndmes de degré < n dont les coefficients
sont dans K.
Proposition VIILS. Soitr n > 1. u: R — K est une solution de 0"u = 0 si et
seulement si u € P, _1(K)
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Démonstration. (<) C’est une conséquence de la proposition VI.13.

(=) Faisons le par récurrence sur n > 1. Si n = 1, c’est exactement ce que
dit la proposition VI.19.

Supposons que ce soit vrai pour n et montrons le pour 7+ 1. Puisque 0"y =
9" (du), 'hypothése de récurrence implique que si @"*'u = 0, alors du € P,,_;.

Donc il existe certains ay,...,a,—1 € K tels que

n—1
du(x) = Z a;x'
i=0

pour tout x € R. On peut réécrire cela comme

X
8x<u(x) — ;)a,-i_'_ 1) =0
et donc il existe un ¢ € K tel que
n .
u(x) = Z%aj,1x1+cePn(K). O
j=1

Proposition VIIL6. Soit n > 1 et A € K. La fonction u : R — K est solution
de (0 — A1)"u =0 si et seulement si il existe un polynéme p € P, (K) tel que
u(x) = p(x)e* pour tout x € R,

Démonstration. Posons v =ue **. Donc u(x) = v(x)e** pour tout x € R. Puisque
(0 —A1)u=d(ver)—Aver* = dve**, un simple argument par récurrence mon-
tre que

(@ —A1)"u = (9"v)eM.

Des lors, on a (d —A1)"u = 0 si et seulement si d"v = 0 si et seulement si v €
P,—1(K). O

Proposition VIIL7. Soit n > 1, A € K et p € Py(K) pour un d € N. On peut

trouver une solution particuliére u de (3 — A1)"u = p(x)e** de la forme x"q(x)e**

ou q € Py(K).
Etant donné A € K et d ,n € N, définissons

Adn :
Ep "= {(F'ge g e Py(K)}.
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C’est un espace vectoriel de dimension d + 1 car (x”e’lx Xx e ,x”xde’lx) en
est une base.
Avec cette notation, la conclusion de la proposition VIIL.6 peut se réécrire

comme Ker(d —A1)" = Ey’ An=10 14 proposition VIIL.7 découle de celle qui suit.

Proposition VIILS. Soitm >n>1 et A € K. L’application

(a A,]l) ldm_>Eldmn

est un isomorphisme (i.e., une bijection linéaire).

Démonstration. On vérifie ais€ément que cette application est bien définie (faites
le!). 1l suffit de prouver I’affirmation pour n = 1 car alors (d — A1)" sera un

isomorphisme comme composée des isomorphismes :

E}%d?m Jd—A1 Eﬂl{,d,mfl J—Al,~~ Jd-Al Eﬂlg,d,mfnJrl Jd—A1 Eﬂ?é,d,mfn.

PulsquedlmEldm d—i—l_dlmEld’" "

suffit de montrer que d — A1 est injective. Soit donc x"ge?* tel que

, un résultat d’algebre linéaire dit qu’il

(9 — A1) (x"ge™) = 0.

Comme (9 — A1) (x"ge**) = 9, (x"q)e*, cette équation devient d,(x"q) = 0. La
proposition VI.19 implique qu’il existe un ¢ € K tel que

VxeR, x"g(x)=c.

Puisque m > 1, en évaluant en x = 0, on a ¢ = 0. En divisant par x*, on a alors
g(x) = 0 pour tout x # 0. La continuité de ¢ implique que ¢(0) = hmx %0 q(x)=0.
Donc, ¢g(x) = 0 pour tout x € R et I’injectivité est prouvée. O

Proposition VIIL9. Soitn > 1 et A # u € K. L’application
(0 — A1) : BP0 g0

est un isomorphisme (i.e., une bijection linéaire).
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VIIL.6 Equation homogene

Considérons le polynéome caractéristique associé a I’équation homogene :

n k
p(A) = Zail' = anH(?L —A)™
i=0 i=1
ou Ay,...,A € C sont les racines distinctes de p et my,...,my; sont leurs multi-
plicités respectives.
L’intérét du polyndme caractéristique est que sa factorisation se répercute sur

I’ opérateur différentiel, cad

n k
p(@) =Y a9 =a,[](@ - A1)™
i=0

i=1

ou le produit doit étre compris comme une composition. On peut donc écrire
" gaidlu=0«& Hé‘zl@ —A1)™u=0.
= Tout d’abord, on résoud (d — A;1)"iu = 0.
On obtient que u est solution ssi u(x) = p;(x)e** avec deg p; < m;.
= Ensuite, on prouve que u(x) = Y'*_, pi(x)e** est solution de 1’équation ho-
mogene (principe de superposition).

Il reste a prouver qu’on a toutes les solutions.

Esquisse de preuve. Par técurrence sur le nombre k de facteurs de [T<_,(d —
AiL)™

Pour k =1, c’est OK.

Il reste donc a prouver que si c’est vrai pour k facteurs, alors c’est vrai pour k+
1 facteurs. Autrement dit, les solutions de [T (9 — A;1)™iu = 0 sont Y X! pe?.
Nous pouvons écrire :

k+1 k+1
[1(@-A1)"u=0<J](@—AL)" (0 — A1) u=0. (VIIL6)
i=2 —

i=1
=w

Par hypothese de récurrence : v(x) = Zf;“zl pie**.

Il reste donc a résoudre : (d — A;1)™u = Zfizl pie™*.
Ax

= Nous avons déja résolu I’EH. Toute solution est de la forme u(x) = p;(x)e™'*.
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m Par le principe de superposition, il suffit de trouver une solution particuliere de
I’équation (@ — A1) u = p;e**. Remarquons que p;e** € Eﬁé"’ml’_l’o. D’autre
part, nous savons que 1’application (9 — A;1)™ : Eﬂ’é"’m"fl’o — EH’E”""*I’O est
bijective si A; # A, ce qui est bien le cas. Cette application est donc en
particulier surjective. Ainsi, il existe un élément u; dans Eﬂ)g’mi_l’o tel que
(0 — A 1)™"uy; = pie**, cad u; = qie™* avec degq; < mj— 1.

Les solutions de (VIII.6) sont donc de la forme :

k+1
u(x) = pl(x)e’llx + Z qi(x)e’lix
i=2

oudegpy <my,etVi=2,...,k+1, degqg; < m;, cad

k+1

u(x) = ; gi(x)e""

ouVi=1,...,k+1, degg; < m; et ot on a posé q; = pj. [

En conclusion, toutes les solutions complexes de ’EH p(d)u = 0 sont de la
forme u(x) = Y¥ | pi(x)e** ot Ay, ..., A sont les racines distinctes de p de mul-
tiplicités respectives my,...,mpetVi=1,... k, degp; < m;.

VIIL7 Solution particuliere de p(d)u = f(x)

On suppose que f(x) = g(x)e"*, cad f(x) € Eﬂ’é’d’o avec d = degg.
VIIL.7.1 u n’est pas racine du polynome caractéristique

On veut donc résoudre

(0 —A1)"u=q(x)et”

=

i=1
ouVi= 1,...,k, ,LL#QL,
Proposition VIIL10. /] existe une solution particuli¢re de la forme r(x)et™ on

degr < deggq.

Idée de preuve. On sait que (d — A;1)™i : E}g’d’o — Eﬂﬁé’d’o est une bijection si u #
2; pour tout i. Par composition, [T¢_;(d — A;1)"™ : E]g’d’o — Eﬂﬁé’d’o est aussi une
bijection. Puisque g(x)e!* € Efé’d’o, il existe donc un unique élément r(x)e** dans
ER0 tel que TTE; (9 — A1) (r(x)eH) = g(x)eH~. 0
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CONCLUSION : Les solutions de p(d)u = g(x)e** ou p n’est pas racine de p

sont
£ A
Zpi(x)e * 4 r(x)et
i=1
ou Ai,..., A sont les racines distinctes de p de multiplicités my,...,my, deg p; <

m;, et degr < deggq.

Remarquons que, par le principe de superposition, les solutions de p(d)u =
Z;Z 1 gje"*, ou W # A; pour tout i, sont de la forme Zf-‘: | pie* + ¥ L rjet* o
rjet'i* est une solution particuliere de p(d)u = g e,

VIIL7.2 u est racine du polynome caractéristique

Proposition VIIL.11. Une solution particuliére de I’EDO p(d)u = q(x)e!* existe
et est de la forme x"r(x)e"* on degr < degq et m est la multiplicité de | comme

racine de p.

Idée de preuve. w [ n’est pas racine de p : OK.

m Soit 4 = Ay o Ay,..., A sont les racines de p de multiplicités respectives
my,...,my. On peut écrire : p()u = [T5_,(d — 41)"(d — A1) u.

phdm (@ =MD)™ 540 (9=R1)™ g a0 (9= A31)™
K K L #M K A3 #A
9= A)™ g a0
e =
ou toutes les applications sont des bijections. 0

VIIL.8 Exercices

% Exercice VIIL.1. Résolvez les problemes de Cauchy suivants par la méthode des
variables séparées.

(i) du=u, u(ty) =up €R;
(il) du= Au, u(ty) =up €R;
(i) du=1/u,u(ty) =up € R;

(iv) du=u/t, u(ty) =ug € R;
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(V) du=+/u,u(ty) =up € R;
(vi) du=u?, u(ty) =ug €R;

(vii) du=-¢e", u(ty) =up € R.

% Exercice VIIL.2. Donnez toutes les solutions complexes et réelles des équations
différentielles suivantes :
(i) d?u—30u—10u=0;
(i) d3u—16du=0;
(iii) Q2u+u=e*;

(v) d2u— 60+ 9u = x>~

%‘ Exercice VIII.3 (Examen du 5 juin 2001). Considérons 1’équation différentiel-
le :

A2u+ duu — 6u = x* +2e* (VIIL7)

m Calculez toutes les solutions de cette équation.
» Existe-t-il une solution u de I’équation (VIIL.7) qui vérifie u(0) =0 et d,u(0) =
0? Si oui, quelle est-elle ?

%‘ Exercice VIII.4 (Examen du 4 juin 2002). Considérons 1’équation différentiel-
le :

o —20v=e’41"—1 (VIILS)

m Calculez toutes les solutions de cette équation.
m Existe-t-il une ou plusieurs solutions v de 1I’équation (VIIL.8) qui vérifient

1
v(0) = 3 et d,v(0) = 1? Si oui, donnez-les toutes.

%Exercice VIILS (Oscillateur harmonique).  Trouvez toutes les solutions de
I’équation différentielle suivante qui décrit le mouvement d’un objet attaché a

un ressort :

mu+ vou+ku=0

ou m > 0 est la masse de I’objet, v > 0 est le coefficient de frottement et k > 0 est

la constante de rappel du ressort. Discuter en fonction de m, v et k.
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% Exercice VIIL.6 (Oscillateur harmonique forcé). Méme question si maintenant

il y a également une force extérieure qui agit sur I’objet :
ma2u+ vou+ ku = asin(or)
ou a est I’amplitude et w est la fréquence de cette force.

% Exercice VIIL.7. Lors d’un match a Mons Arena, 1’équipe locale de basket est
menée de trois points a la toute derniere seconde du match. C’est le moment ou
Jim Potter tente un lancer a trois points et le réussit. L’ équipe est a égalité. Mieux,
lors du lancer, un joueur adverse a commis une faute en essayant de le contrer.
Jim, sous pression, a le match en main : s’il marque son lancer-franc, il donne la

victoire a son équipe.

2m30 3m05

4m60

F1GURE VIII.2 — Lancer-franc

Le lancer-franc, dit parfait, est lorsque le ballon rentre dans le panier sans toucher
ni I’anneau ni le panneau et forme un angle de 40° avec I’horizontale au moment
de rentrer. Sachant que Jim Potter mesure 2,04 metres et libérera la balle 0,3 m au
dessus de sa téte, quelle vitesse doit-il donner a la balle et avec quel angle doit-il

la lancer pour réussir le lancer-franc parfait et donner la victoire a son équipe ?

(1) En négligeant le frottement de I’air, écrivez 1’équation différentielle et les

conditions initiales auxquelles la trajectoire du ballon doit satisfaire.

(i) Trouvez la solution de I’équation différentielle précédemment écrite en
fonction de v et c.
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(i1i1) Ecrivez les équations qui expriment que le lancer-franc parfait a été réussi.

Résolvez les pour déterminer les valeurs appropriées de v et o.

(iv) Déterminez la hauteur minimale de la salle afin que le ballon ne touche le

toit. Y a-t-il vraiment un risque ?

(v) Répondez aux questions précédentes en tenant compte du frottement de I’ air
que, pour la simplicité, nous supposerons proportionnel a la vitesse avec
un coefficient de proportionalité v =. La masse m d’un ballon de basket
est de 0,6 kg (en pratique, on tolere une masse comprise entre 0,567 kg et
0,624 kg).

Exercice VIIL8 (aoiit 2006). Donnez toutes les solutions réelles de I’équation
différentielle
d2u(t) — 5du(t) = cost +1

Exercice VIIL.9 (juin 2007). Donnez toutes les solutions réelles de 1’équation

&

différentielle lin€aire suivante :
A2u(t) + 16u(r) = cos(4t) +re*

# Exercice VIIL.10 (aoit 2007). Donnez toutes les solutions réelles de 1’équation

» différentielle linéaire suivante :

AFu(t) +9u(r) = sin(2r) + ¥






Chapitre IX

Différentielle totale

IX.1 Définition et interprétations

Définition IX.1. Soit Q un ouvert de RY, £ : Q@ — RM une fonction, a € Q et

d € RN. On dit que f est dérivable en a dans la direction d si la limite suivante

o flattd) — fla)

t—0 t

existe :
eRM,

Dans ce cas, la valeur de cette limite est appelée la dérivée directionnelle de f
dans la direction d est est notée f’(a;d).

Notons que f(a;d) est simplement la dérivée de la fonction R — RY : ¢ s
fla+1td) ent = 0. Il résulte facilement des régles de calcul des dérivées de fonc-
tions d’une variable réelle que f'(a;ad) = af’(a;d) pour tout o € R. Lorsque
||d|| = 1, on appelle f(a;d) la pente de f en a dans la direction d.

Parmi toutes les directions possibles, celles de la base canonique sont priv-

ilégiées.

Définition IX.2. Soit Q un ouvert de RV, f:Q— RM une fonction, a € Q et
(e1,...,en) labase canonique ! de RY. On appelle dérivée partielle k™ de f en a

la dérivée dans la direction e; de f en a (1 < k < N). On la note dif(a), dx, f(a)
af

ou a—Xk(a).

En particularisant ce qui a été dit pour les dérivées directionnelles, on voit que

la kime dérivée partielle de f en a est simplement la dérivée de la fonction x; +—

1. Pour rappel, e; = (0,...,0,1,0,...,0) ol le 1 est en k*®™e position (1 < k < N).

225
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flay,...,ak_1,Xg,ax11,- .. ,an) en xp = ai. Autrement dit, prendre la k*me dérivée
partielle d’une fonction revient a considérer f uniquement comme fonction de la

variable réelle x;, les autres variables étant fixées, et a dériver cette fonction.

Définition IX.3. Soit Q un ouvert de RY, f: Q — RM une fonction et a € Q. On
dit que f est dérivable au sens de Gateau en a si f est dérivable en a dans toutes
les directions d € RY et si la fonction RY — RM : d s f/(a;d) est linéaire. Cette

fonction, f/(a;-), est appelée la dérivée de Gateau de f en a.

La demande de linéarité de f’(a;-) est équivalente a ce que le graphe de
x> f(a)+ f'(a;x —a) : RV — RM soit un sous-espace vectoriel de RN x RM.
Ce graphe est I’union des droites tangentes au graphe de f dans chaque direction.
En effet, la coupe du graphe de f dans la direction d est paramétrisée par J,; : R —
RN xRM : 1+ (a+td, f(a+td)) qui passe par (a, f(a)) ent = 0. Un vecteur tan-
genten (a, f(a)) est donc donné par 9,%,(0) = (d, f’(a;d)) et en conséquence la
droite tangente est donnée par I’équation paramétrique (x,y) = ¥;(0) +A9y;(0),

A € R. L'union des droites tangentes est donc

{74(0) +197%,(0): 2 €R, d e RV}
={(a+Ad,f(a)+Af (a:d)) : L €R, dE]RN}
={(a+Ad,f(a)+ f(@sa+Ad—a)) : LR, d e RV}
={(x,f(a)+ f(a;x—a)) :xE]RN}

La dérivabilité au sens de Gateau est une contrainte assez faible : une fonction
peut étre dérivable au sens de Gateau en un point @ sans pour autant étre continue
en a. La maniere « correcte » de définir la différentiabilité de f en a est d’exprimer
que f soit bien approchée par un espace tangent au voisinage de a. Pour une
fonction d’une variable, c¢’est 1’équation (VI.4) qui traduit ce fait. A plusieurs
dimensions le terme b(x — a) avec b € R doit &tre remplacé par B(x —a) ou B :

RN — RM est une application linéaire. On arrive donc 4 la définition suivante.

Définition IX.4. Soit Q un ouvert de RV, f:Q— RM une fonction et a € Q. On
dit que f est dérivable au sens de Fréchet en a ou encore différentiable en a s’il

existe une application linéaire B : RV — RM telle que

f(x)=f(a)+B(x—a)+o(x—a) lorsque x — a. (IX.1)
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Lorsque c’est le cas, on appelle B la dérivée de Fréchet ou la différentielle de f
en a et on la note df(a), dyf(a) (si on veut insiter sur le fait qu’on dérive par
rapport 2 la variable x), Df (a), d f(a), ou f,.

La définition précédente parle de la dérivée de Fréchet. Ceci est possible grace

au résultat suivant :
Lemme IX.S. Si B et B; satisfont (I1X.1), alors B = B.

Démonstration. En soustrayant membre a membre les deux égalités de type
(IX.1) pour By et B, on a 0 = Bj(x —a) — By(x —a) +o(x —a). Posons B :=
B;—B;.0Ona

B(x—a)=o0(x—a) lorsque x — a. (IX.2)

On veut montrer que B = 0, c’est-a-dire que pour un d € R arbitraire, on a B(d) =
0. Puisque B : RN — RM est une application linéaire, on sait que B(td) =tB(d). En
prenant x = a +td avec t — 0 dans (IX.2), on trouve que B(td) =tB(d) = o(td).
Par conséquent B(d) = o(td) /t — 0 et donc B(d) = 0. O

Lemme IX.6. Soit Q un ouvert de RY, f: Q — RM une fonction et a € Q. Si f

est dérivable au sens de Fréchet en a, alors f est continue en a.

Démonstration. De (IX.1), il vient f(x) — f(a) = B(x —a) 4+ o(x — a) avec B =
df(a).Lorsque x — a, on a B(x—a) — B(0) = 0 (vu que les applications linéaires
sont continues) et o(x —a) — 0. On a donc bien f(x) — f(a) — 0. O

Lemme IX.7. Soit Q un ouvert de RN, f: Q —RM et a € Q. Si f est dérivable
au sens de Fréchet en a, alors f est dérivable au sens de Gateau en a. De plus
f(a;d) = df(a)(d). En particulier, toutes les dérivées partielles de f en a ex-
istent et, pour tout k = 1,... N, dif(a) = df(a)(ex) oit (e1,...,eN) est la base

canonique de RY .

Démonstration. Soitd € RY. En utilisant (IX.1), on peut écrire

flatid) ~ fa) _ df(a)(td) +o(td)
t _ 19f(a) (dt) , oltd)

t t

= df(a)(d)+o(1) —5 9f(a)(d)

Ceci montre que f’'(a;d), la dérivée dans la direction d, existe et qu’elle vaut

df(a)(d). =
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Ce dernier résultat nous permet de calculer la dérivée de Fréchet en fonction
des dérivées partielles. Soit d = (dy,...,dy) € RN. On écrit d dans la base canon-
ique (eq,...,ey) de RN comme d = Y'¥ | die;. Etant donné que 9 f(a) est une

application linéaire, on a

N
df(a)(d) = df(a) (kzl dkek> Z didf(a Z dy 9 f(a

Dans ce contexte, il est de coutume d’écrire dx; pour la fonction projection sur la
kitme composante : (dy,...,dy) — di. L’égalité précédente se réécrit avec cette no-
tation comme 9 f(a)(d) = Y¥_, dif(a) dxx(d), ou encore, comme elle est valable

pour tout d,
N
=Y 9f(a) dx
k=1

En fait ce calcul se généralise au cas ou les x; ne sont pas des scalaires mais
des « sous-vecteurs » de x. Plus précisément, si f: RM x ... x RV — RM :
(X1,..,%p) = f(x1,...,x,) est dérivable en a = (ay,...,a,) € RV x ... x RV,
on a pour tout d = (dy,...,d,) € RN x-.. x RNy,

df(a)(di,....d Z oy, f(a) (IX.3)
Ici dy, f(a) : RV — RM est la dérivée de Fréchet de la fonction f uniquement
considérée comme fonction de x, c’est-a-dire de
. N M
x> flar, ... ag—1,%, k41, - - - ap) R = RY,
en Xy = ag.

Définition IX.8. Soit Q un ouvert de RV, f: @ — RM une fonction dérivable au
sens de Fréchet en a € Q. On appelle matrice Jacobienne de f en a la matrice de
1’application linéaire d f(a) : RN — RY dans les bases canoniques de RY et RM,

On la note —f(a).

dx
Si on note (fi(x),..., fu(x)) les composantes de f(x), on a
difila) -+ dnfila)
Taw=| | eRM
dx

difula) -+ Infula)
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IX.2 Regles de calcul

Lemme IX.9. Soit A : RN — RM une application linéaire. Quel que soit a € RV,
A est dérivable au sens de Fréchet en a et dA(a) = A.

Démonstration. On vérifie aisément que I’équation (IX.1) est satisfaite car A(x) =
Ala)+A(x—a). O

Lemme IX.10. Soit A : RM x ... x RN — RM une application multilinéaire et
a=(ay,...,ap) € RN x ... x RV, Alors A est dérivable au sens de Fréchet en a
et, pour tout d = (dy,...,d,) ERN x--. xRN, on a

p
= ZA(alv"'7ak—17dk7ak+la"'7ap)
k=1

Théoréme IX.11 (Dérivée des fonctions composées). Soient Q un ouvert de RY,
f:Q—RM Wunouvert et RM et g : ¥ — RP. Soit a € Q tel que f(a) €'V, f est
dérivable au sens de Fréchet en a et g est dérivable au sens de Fréchet en f(a).

Alors go f est dérivable au sens de Fréchet en a et

d(go f)(a) = dg(f(a))cdf(a) (IX.4)

Le symbole « o » du membre de droite est la composition de deux applications
linéaires. En termes matriciels, cela se traduit par la multiplication des matrices.

Si on note x la variable de f et y celle de g, cela donne

d(gof) dg
o @)= a—y(f(a))-a—x(a)

Si on détaille cette égalité en termes de dérivées partielles, on obtient

Xk gOf Zal xkfl( )

Corollaire IX.12. Soit Q un ouvert de RN et f et g deux fonctions de Q vers RM
dérivables au sens de Fréchet en a € Q. Alors la fonction f+g: Q — RM est
dérivable au sens de Fréchet en a et d(f +g)(a) = df(a)+ dg(a).

Démonstration. Ceci résulte du fait que f + g est la composée de (f,g) : Q —
RM x RM : x — (f(x),g(x)) et de I'application linéaire RM x RM — RM :
(V1,32) = y1 + 2. O
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IX.3 Exercices

j% Exercice IX.1. Soit f: R? — R : (x1,x2) — x7 —x3.

= Calculez la dérivée totale de f au point (1,1).

» Calculez la Jacobienne I au point (1,1).
d(x1,x2)
PR I 2 V2
» Calculez la dérivée directionnelle de f en (1, 1) dans la direction <7, —7> .

i% Exercice IX.2 (Examen du 5 juin 2001). Soit f : R> — R? la fonction définie

par
fxy) = ((x—y)*x+4xy).

» Calculez la matrice Jacobienne o au point (1,1).
d(x,)

= Donnez df(1,1)(h) ot h € R? est le vecteur unitaire faisant un angle de 45°

avec ’axe des x.
j% Exercice IX.3. Soit f : R? — R? une fonction différentiable telle que

_ df (-1 31
f<07070)_(_171) et m(()?()?())_ (1 0 0)

Posons g(x,y) = (2x — 3y — 1,—x?y +2). Donnez d(go £)(0,0,0).

W Exercice IX.4. Soient f: R* — R: (u,v,s,1) = —2u>v+4s—5Su/t et g: R —
> R x— (xz,—x-i- 1,0, (x+ 1)3). Donnez d(go f)(0,1,0,1).

Exercice IX.5. Soit f : R — R. Donnez I’équation cartésienne du plan tangent
en (x0,y0). Appliquez & f(x,y) =2 +y% en (1,2).

Exercice IX.6. Soit f: R> — R : (r,s,¢) — f(r,s,t) = F(u(r,s),v(s,t)) ot F :
R? — Retu,v: R?> — R sont des fonctions dérivables. Calculez 9, f et d;f.

Exercice IX.7. Si u(x,y) = f(x —y,y —x) ot f : R — R est une fonction dif-
férentiable, montrez que dyu + dyu = 0.

Exercice IX.8. Si u(x,y,z) = x’f(y/x,z/x) ot f:R?> — R est une fonction dif-
férentiable, montrez que xdyu + ydyu + z;u = 3u.
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% Exercice IX.9. Soient f: R> - R, g: R —Reth:R — R tels que

f(1,2)=4 g(0)=1 h(0) =2
dif(1,2) =2 d9g(0) =4 dh(0) =8
of(1,2)=m=n

Calculez 9, (f(g(1),h(1)))|,_,-

% Exercice IX.10 (juin 2001). Soit f : R — R une fonction de classe €’!. Appelons
z:R? — R la fonction définie par

2(x,y) ==y f (% = y).

Montrez que
dz dz xz

ya +xa—y = ; .
% Exercice IX.11 (juin 2002). Soit la fonction w : R? — R 1a fonction définie par
w(t,x,y) = f(u(t,x),v(t,y))
pour ¢ € R ol1 u et v sont les fonctions de R? dans R définies par
u(t,x) =x+at et v(t,y)=y+bt.

Montrez que

ow _ oW, ow
o Yox Ty

% Exercice IX.12 (aoit 2006). Calculez la dérivée totale et la matrice Jacobienne

de la fonction

fiRY = R?: (u,v,t) — (cos u2+v3—t,lnL>
v+t

au point (1,1,1).

# Exercice IX.13 (juin 2007). Calculez la dérivée totale et la matrice Jacobienne

> de la fonction
fiR2 S R?: (u,v) — ((1 +u)cos Vuv?, e’”‘z\/ﬁ>

au point (72, 1).
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(ﬁgii Exercice IX.14 (aoit 2007). Calculez la dérivée totale et la matrice Jacobienne

de la fonction
3
FiR2 SR (u,v) ((1 A CH S A tg(uv))
au point (/2,7/2).

4+ Exercice IX.15. Montrez que det(1 +A) = 1 +trA+ o(A) lorsque A — 0 dans
RNXN‘

Indication : Utilisez la formule de Leibniz du déterminant (c’est celle basée sur

les permutations).



Chapitre X

Introduction a I’intégration de
fonctions de plusieurs variables

La théorie de I'intégration occupe une place importante en Analyse mathé-
matique. C’est elle qui permet de calculer des longueurs, des aires, des volumes,
I’énergie d’un systeme, le travail effectué par un objet en déplacement,... Nous ne
présenterons dans ce cours qu’une introduction au sujet.

L’approche que nous avons choisie est celle de présenter les concepts et les
théoremes a un niveau intuitif — une approche plus complete vous sera offerte
dans d’autres cours. En particulier, ce chapitre ne comporte pas de démonstrations
ni d’ailleurs de définition précise de 'intégrale. Nous présenterons néanmoins
quelques argumentations visant a vous convaincre que les formules données sont

« naturelles ».

X.1 Intégrale de fonctions d’une variable réelle

Commencons par I'intégrale des fonctions d’une variable. Celle-ci calcule
’aire « en dessous » du graphe d’une fonction. Plus précisément, si f : [a,b] —
R : x — f(x) est une fonction, on note

f(x)dx ou simplement / f
[a,b] [a,b]

I’aire signée comprise entre le graphe de f est I’axe des x. Le fait que I’aire soit
signée signifie que les parties au-dessus de 1’axe des x y contribuent positivement
tandis que celles en dessous y contribuent négativement. Ceci est illustré a la fig-

233
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ure X.1. Par exemple, f[073] 1— %xdx =3/4=1- % car le triangle au dessus de

A
IN 1—x/2
1
. 3

0 1 N -

1 1
R ——
FIGURE X.1 — Intégrale de f FIGURE X.2 - [jo3 1 — 3xdx

I’axe des x a une aire de % -2-1 =1 et celui en dessous possede une aire de
% -1- % = }l. Nous verrons ci-apres des manieres plus puissantes pour calculer des
intégrales.

Rappelons que dans ce cours, [a, b] représente juste I’ensemble des points entre
a et b et donc que [a,b] = [b,a], d’ou [, f = [, , f- Cependant, il est commode
pour certaines formules de prendre une notation qui distingue les deux cas. Posons

b b Joon f sia<b
. L [a,b]
/af(x)dx_/af'_ —fuo f sia=b

Des lors [ f f=—J; f-Remarquons que a = b se retrouve dans les deux cas sans
engendrer de probleme car [, , f = 0.

On a ramené ci-avant la définition d’intégrale a la notion d’aire. Si ceci est sat-
isfaisant pour notre intuition — nous voyons bien ce qu’est une aire — elle 1’est
beaucoup moins si on se pose des questions du type « I’aire a-t-elle un sens pour
des ensembles compliqués ? », « quelles sont les fonctions pour lesquelles 1’in-
tégrale existe ? », « comment établir des propriétés précises de I’intégrale ? »,...
Nous allons donc proposer une définition un peu plus précise de la notion d’inté-
grale.

Comme premier pas vers la définition de f[a’b} f, il faut remarquer qu’on a
bien peu de chance de définir cette quantité « directement », par une « formule »
comprenant f. En effet, en général 1’aire entre le graphe de f et I’axe des x ne
sera pas décomposable en morceaux pour lesquels on connait des formules ex-
actes des aires (carrés, triangles, secteurs de disques,...). Comme d’habitude en
analyse, on va d’abord définir I’intégrale de maniere approchée puis on raffinera
cette approximation. La vraie valeur s’obtiendra par passage a la limite.
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L’approche que nous avons adoptée ci-dessous a 1’avantage de la simplicité
mais il existe des fagons plus subtiles de procéder qui permettent d’intégrer plus de

fonctions. Soit @ < b. Pour approcher [}, ; f, nous allons diviser I'intervalle [a, ]

en n sous-intervalles [xq,x1], [x1,X2], ..., [x,—1,X,]. Dans chacun de ces intervalles
[xi,Xi+1], 1=0,...,n— 1, nous allons prendre un point ;. Posons
L., (f) == Z f(&) (xig1 —xi) (X.1)
0<i<n

Cette quantité représente 1’aire signée des rectangles ayant comme base les inter-
valles [x;,x; 1] et comme hauteurs respectives f(&;) (voir figure X.3) et approxime
donc I’aire signée entre le graphe de f et 1’axe des x. Cette approximation est d’au-

tant meilleure que la base des rectangles est petite car on espere alors que le profil

en escalier se rapproche de celui de la fonction f (voir figure X.4). L’intégrale de

f(&)

FIGURE X.3 = Iy, (f) FIGURE X4 — Iy . x,(f)

f sera alors la limite des valeurs I, . (f ) lorsque toutes les longueurs des sous-
intervalles tendent vers 0, ¢’est-a-dire lorsque max{|x;+; —x;| : 0 <i <n} — 0.

Cela conduit a la définition suivante.

Définition X.1 (Intégrale de Riemann). Une fonction f : [a,b] — R est dite inté-
grable s’il existe un ¢ € R, tel que, quelle que soit la suite de divisions (a = x(()k) <
< x%{) :k € N), telle que

max{|x§_k21 —xl(k)| :0<i<n(k)} —=0



236 Chapitre X — Introduction a I’intégration de fonctions de plusieurs variables

la suite (I ®

f NG (f ))k oy converge vers c. Dans ce cas, la valeur c est appelée
0 ""n(k)

I’intégrale de f sur [a,b] et est notée f[mb] f.

Voici quelques propriétés de 1’intégrale.

®

(ii)

(111)

L’ensemble des fonctions intégrables est un espace vectoriel et I’intégrale est
une application linéaire de cet espace vers R. Autrement dit, si f, g : [a,b] —
R sont des fonctions intégrables et o, B € R, alors o f + B g est intégrable et

| af+pedr=a [ fldp [ glxds
[a,b] [a,b] [a,b]
Cette propriété est assez naturelle puisque

IX0,~~-7Xn(af+ﬁg) = deo,...,xn (f) +ﬁ1xo,...,xn (g)

et que I'intégrale s’obtient par un passage a la limite sur Iy, . y,.

Si f,g: [a,b] — R sont deux fonctions telles que
vrefabl, ()] <)

et que g est intégrable sur [a, D], alors f est également intégrable sur [a, b].

Un tel résultat peut se comprendre par le fait qur I’'inégalité implique que
I’aire entre f et I’axe des x est bornée par celle entre g et I’axe des x. Si
cette dernicre est finie, alors la premiere doit I’€tre aussi. C’est analogue a la
convergence dominée pour les séries. Malheureusement ce résultat n’est pas
vrai pour I’intégrale de Riemann (voir le point suivant pour un exemple).
Il faut passer a une intégrale plus puissante (c’est-a-dire qui peut intégrer
plus de fonctions), appelée intégrale de Lebesgue, et supposer que f est
mesurable. La notion de fonction mesurable sera définie dans un autre cours
mais il suffit de savoir ici que toutes les fonctions « usuelles » le sont. De

plus une fonction intégrable est nécessairement mesurable.

Soit f : [a,b] — R une fonction. Alors
f est intégrable < | f| est intégrable. (X.2)

L’implication « <= » n’est pas valable pour I’intégrale de Riemann. Elle I’est
pour I'intégrale de Lebesgue car on peut la voir comme un cas particulier de
la propriété ci-dessus avec g = | f|.
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(iv)

v)

Pour comprendre pourquoi cela ne marche pas pour I’intégrale de Riemann,

prenons la fonction f : [0,1] — R définie par

)+l sixeQ
f(x)_{—l six¢ Q

Comme |f]| est la fonction constante 1, elle est intégrable sur [0, 1]. Par
contre, on peut prendre des points de division 0 = xp < --- < x, =1 et
& = (xi41 +x;)/2 avec max|x; 1 — x;| aussi petit que ’on veut tels que 1’une
ou I’autre des deux situations suivantes (au choix) soit vraie :

= tous les x; soient rationnels et donc aussi les &;, ce qui implique que
f(&) =1pourtoutietdoncly, ., (f)=1;

m les x; sont choisis tels que x; —xp = x; ¢ Q et x;41 —x; € Q pour i =
l,...,n—2, ce qui implique que tous les &; sont irrationnels d’ou f(&;) =
—letdonc Iy, ., (f)=—L.

En conclusion, certaines suites de Iy, . ., (f) vont conveger vers 1 et d’autres

vers — 1. Ceci montre qu’aucune valeur ¢ € R de I’intégrale ne peut satisfaire
la définition X.1.

Si f: [a,b] — R est continue, alors elle est intégrable.

Dans le cadre de I'intégrale de Lebesgue, cela peut €tre vu comme une con-
séquence du fait que les fonctions constantes sont intégrables et de I'inégal-
ité
Vx € la,b], |f(x)|<c avec ¢ := st]|f(x)|ER
x€Elab

N

ou l'appartenance de ¢ a R résulte du fait que les fonctions contin-
ues, en ’occurence x — |f(x)], atteignent leurs bornes sur des compacts
(théoreme V.5).

Une preuve directe de cette méme propriété peut €tre faite pour I’intégrale
de Riemann.

Si f:]a,b] — R est une fonction intégrable et [c,d] C [a,b], alors f est
intégrable sur [c,d].

Ceci est assez naturel puisque 1’aire « au-dessus » de [c,d] est forcément
plus petite que 1’aire au-dessus de [a, b].
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(vi) Si f:[a,b] — R est une fonction intégrable et ¢,d, e € [a,b], alors

/cdf+/def=/:f- (X3)

11 suffit de montrer cette inégalité dans le cas ¢ < d < e. Les autres cas s’en
déduisent. Par exemple, si ¢ < e < d, on peut écrire [*f+ [{f = [ f et
donc (X.3) en faisant passer |, ed f=—[; f dans le membre de droite. Il en
va de méme pour les autres possibilités (quelles sont-elles et comment les
résoud-on ?).

Pour ¢ < d < e, I’égalité (X.3) est représentée a la figure X.5.

[

//df /Cdf+/def=/:f
AN~

FIGURE X.5 — Additivité de I’intégrale

(vii) Si f,g: [a,b] — R sont deux fonctions intégrables et f(x) < g(x) pour x €

/ < / 8
[a,b] [a,b]

[a,b], alors

FIGURE X.6 — Croissance de I’intégrale

Graphiquement, on peut voir que I’aire signée sous le graphe de f est « plus
petite » ou « plus négative » que celle de g (voir figure X.6). Ceci découle
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aussi d’un passage a la limite sur ’inégalité (facile a établir) : I, ., (f) <
Ixo,...,x,, (g)

De I'intuition en termes d’aires, il vient immédiatement que [, , 1 dx=[b—a|

ce qui est la longueur de [a,b] (voir figure X.7). De maniére générale, étant donné

fonction constante 1

a b
FIGURE X.7 — Longueur d’un intervalle
un ensemble borné A C R, on définit la mesure de A par
mes(A) := XA
[a.b]

ol a,b € R sont tels que A C [a, b] (ils existent puisque A est borné) et out y est

la fonction caractéristique de I’ensemble A, c’est-a-dire

1 six€A

xA:]R—>]R:xr—>xA(x)::{ )
0 sinon.

En utilisant la propriété (vi) ci-dessus, il est aisé de prouver que mes(A) ne dépend
pas du choix de a et b.
Plus généralement, si A est un ensemble borné et f : A — R, on dira que f est

intégrable sur A si la fonction

flx) sixeA
0 sinon

fila,b] = R:x— f(x) ::{

est intégrable sur [a,b] ol a et b sont tels que A C [a,b]. L'intégrale de f sur A,
notée [, f, est alors définie comme

/Af = [a,5] f

Comme précédemment, il est facile de montrer que ces deux dernieres définitions

ne dépendent pas des valeurs particulieres de a et b (tant que [a, b] contient A).
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X.2 Intégrale de fonctions de plusieurs variables
réelles

Les idées de la section précédente peuvent étre étendues aux fonctions de
plusieurs variables. On appelle un pavé un produit d’intervalles fermés de méme
dimension que I’espace. Donc, si P est un pavé de RY, il existe certains réels
ai,...,an,by,...,by tels que P = [T¥,[a;, b;] = [a1,b1] x -+ X [an,by]. Si P est
un pavé et f : P — R : x— f(x) une fonction, on note

/ f(x)dx ou simplement / f
P P

le volume signé compris entre le graphe de f et I’espace « horizontal » des x (voir
figure X.8). Le signe du volume est positif ou négatif selon que ce volume se situe

f

FIGURE X.8 — Intégrale d’une fonction a deux variables

au-dessus ou en-dessous de I’espace des x. On peut donc écrire que

/Pf(x)dxzvolume{(x,y) ERVXR:0<y< f(x)}
— volume{ (x,y) eRVXR: f(x) <y<0}

Une définition précise de I’intégrale suit les mémes lignes qu’a une dimension.
On définit un découpage d’un pavé P comme un ensemble de pavés {P,...,P,}
tel que J_; P, = P et intP;NintP; = & pour tout i # j (voir figure X.9). Un
découpage pointé d’un pavé P est un ensemble de couples {(&1,Py),..., (& Py)}
tel que {Py,...,P,} est un découpage de P et &; € P; pour tout i (voir figure X.10).
On appelle le diametre d’un ensemble A au sens de la norme ||-|| la quantité

diamH,HA = sup{Hxl —Xz” L X1,X2 GA}.
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P P P &
P
] P él By °
4
* &4 &6
P )
6 > £ Ps
P Ps * Fs
P
FIGURE X.9 — Découpage FIGURE X.10 — Découpage pointé

Le volume d’un pavé P = [IY_, [a;, b;] est la quantité notée vol(P) définie par

N
vol(P) = [ ]Ibi —ail.
i=1

Définition X.2 (Intégrale de Riemann). Soit P un pavé de R et f: P — R une
fonction. On dit que f est intégrable sur P s’il existe un ¢ € R tel que, pour toute
suite de découpages pointés PK) = {(él(k),P](k)), e (ﬁ(k)),Pézz))}, k €N, telle

n(k
que
max{diam”.” Pi(k) 11<i<n(k)} — 0,
on a
Wy o)
Ip (f) = f(gl )VOI(Pi ) —c.

1 k—ro0

~.

On étend la définition aux ensembles bornés A C RY comme suit: f: A — R

est dite intégrable si la fonction

flx) sixeA

f:P—>R:x»—>{ .
0 sinon

est intégrable ou P est un pavé tel que A C P. Dans ca cas, I’intégrale de f sur A,

fr- 4

Ces définitions sont indépendantes du P considéré.

notée [, f, est définie comme

Les propriétés de ’intégrale a plusieurs variables sont tres similaires a celles
énoncées pour une variable. Les commentaires étant essentiellement les mémes

qu’alors, nous allons simplement les énoncer.
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(i) L’ensemble des fonctions intégrables sur un ensemble A C RY est un espace

vectoriel et I’intégrale est une application linéaire de cet espace vers R.

(i) SiA CRM et f:A — R est une fonction (mesurable) telle qu’il existe une
fonction intégrable g : A — R satisfaisant

Vxed, [f(x)]<gx)

alors f est (Lebesgue) intégrable.

(iii) Si f: A — R est une fonction définie sur un ensemble A C RN, alors

f est (Lebesgue) intégrable < |f| est (Lebesgue) intégrable

(iv) Si f:A — R est une fonction continue définie sur un ensemble (mesurable)

A, alors elle est intégrable.

(v) Sif:A — R estune fonction intégrable et B C A (est un ensemble mesura-
ble) alors f : B — R est intégrable.

(vi) Si f: A — R est une fonction intégrable et Ay,...,A; sont des ensembles
(mesurables) tels que A = Uf-‘zl AjetA;NAj= & pouri# j,alors

=Ll

(vii) Si f,g:A — R sont deux fonctions intégrables et f < g, alors

Af<Ag

X.3 Calcul d’intégrales a une variable

L’ outil principal de calcul de I’intégrale a une dimension est le théoréme suiv-

ant :
Théoréeme X.3 (Théoreme fondamental de 1’ Analyse). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue. Alors la fonction [a,b] — R : x — [} f est continue sur [a,b],

dérivable sur |a,b| et, pour tout xy € |a,b|,

O </axf> (x0) = f(x0)-
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Ce théoreme montre que I'intégrale et la dérivée ne sont pas deux concepts
séparés — comme on aurait pu le croire a priori — mais qu’en quelque sorte ils

sont « inverses » 1’un de ’autre.

Démonstration. Soit xy € |a,b]. Nous allons montrer que la fonction [a,b] — R :
x> [ f est dérivable en x( ce qui impliquera qu’elle est continue en xo. La con-
tinuité en a et en b est laissée au lecteur.

On doit prouver que

[ )= e

Soit € > 0. Puisque f est continue, il existe un § > 0 tel que
Vx € [xo—0,x0+ 6], f(xo)—€< f(x) < f(xo)+e. (X.5)

Montrons que ce 0 convient dans la définition de convergence pour (X.4). Soit
|h| < 8. Puisque [xq,xo+h] C [xo — J,x0 + 6], on obtient en intégrant les inégal-
ités (X.5) que

p(r0) =) = [ fta) e

xo+h xo+h
< [T rwde< [T flo) +ede= £(f(x) +e).
X0 X0
Des lors
1 [Xo+h
[ re)| <
X0
ce qui termine la preuve. [

Corollaire X.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et F : [a,b] — R une
fonction continue sur |a,b] et dérivable sur |a,b| telle que Vx € la,b[, IF(x) =
f(x). Alors

b
| 1@ar=F@)-F).
a
Une telle fonction F' est appelée une primitive de f sur [a, b).

Démonstration. Posons G(x) := [ f. Le théoreme X.3 affirme que G : [a,b] —
R est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b| et dG = f. Par conséquent, F — G
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est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[ et I(F —G) =dF —dG = f— f=0.
La proposition VI.19 implique qu’il existe une constante ¢ € R telle que f(x) —
G(x) = c pout tout x € [a,b]. Des lors, F(b) — F(a) = G(b) — G(a). 1l suffit alors
de remarquer que G(b) = [” f et F(a) = [ f = 0 pour conclure. O

Ce corollaire nous dit que si on trouve une primitive F' d’une fonction f, il est
facile de calculer | : f. Les techniques qui permettent de calculer des primitives
vous ont été présentées en secondaire. Si vous avez besoin d’un rappel, nous vous

conseillons de consulter par exemple [3].

X.4 Fubini

Théoréme X.5 (Fubini). Soient Ay C RM et Ay CRM. Si f: A} xAy —» R:
(x,y) — f(x,y) est une fonction intégrable sur A| X A,, on peut calculer son inté-

grale en itérant des intégrales plus simples :

/Alezf(x,y)d(x,y) =/Az (/Alf(x,y)dX>dy
= [ ([ rtenar)as

Notez que [, f(x,y)dx ne dépend plus de x mais seulement de y, c’est donc
une fonction de y, y = [, f(x,y)dx qu’on peut des lors intégrer sur A,. Le théo-
reme ci-dessus dit que ces intégrales successives existent (et qu’on peut les faire
dans I’ordre qu’on veut) pour autant que f soit intégrable sur A X A,. L’inverse
n’est pas vrai. C’est-a-dire qu’il ne suffit pas de pouvoir calculer par exemple
Ja, (Ja, f(x,y)dy)dx pour que toutes les autres intégrales existent. Choisissons f :
J=1,1[x]0,1[—=R: (x,y) = x/y. Quel que soit y € ]0, 1], J_; ;;x/ydx=0. Donc,
fol (S, x/ydx)dy = 0. Cependant, si on cherche 2 faire ces intégrales successives
en commencant par y, on trouve que fol x/ydy n’existe pas ! Le théoréme suivant

répond a cette préoccupation.

Théoreme X.6 (Tonelli). Soient Ay CRM et Ay CRM. Si f: A xAy — R est
une fonction telle que

w pour touty € Ay, [, |f(x,y)|dx existe;

w la fonction Ay — R :ur [y |f(x,y)|dx est intégrable sur A ;
alors f est intégrable sur A| x A (et on peut donc appliquer Fubini).
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Bien siir, I’énoncé ot les intégrales sont faites d’abord par rapport a y et ensuite
par rapport a x est aussi vrai.
Bien que ce ne soit pas apparent au vu de
YA I’énoncé, le théoréme de Fubini a une application
plus vaste que celui ol f est définie sur un « rectan-
gle » A| X A. La remarque fondamentale est que, si
f:A— Restintégrable et que A C A X A,, alors

J ey = [ Fenaey

ot f = fsurAet f=0sur (A xAy)\A. Prenons un

exemple pour mieux illustrer cette idée. Supposons

X

qu’on veuille intégrer une fonction f : A — R ott A C R est le triangle (plein) de
sommets (0,0), (1,0) et (1,1). Clairement A C [0, 1] x [0, 1]. On peut écrire :

_ 7 N f(x,y) si (x,y)EA,
/Af_ /[071]x[071]f onf= {O sinon.

Nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini 4 la fonction f ce qui donne

Afzfol(/olf(x,y>dy)dx.

(On aurait aussi pu choisir d’intégrer dans 1’ordre inverse. Faites le !)
Evidemment, nous voudrions exprimer le mem-
A bre de droite en fonction de f uniquement, f n’étant
a nos yeux qu’une fonction auxiliaire qui permet
d’utiliser le théoréeme de Fubini. Pour cela, exam-
inons de plus pres I’intégrale intérieure fol Flx,y)dy.
Calculer cette intégrale signifie fixer x € [0,1] et
faire varier y de 0 a 1. On le voit sur le dessin,

lorsque y varie, le point (x,y) appartient a A si
0 <y < b(x) auquel cas f = f, et (x,y) & A si
b(x) <y < 1 auquel cas f = 0. Autrement dit, on

peut réécrire la définition de f comme

Feo flx,y) si0<y<b(x),
o sib(x) <y< 1.
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Deés lors,

/Olf(x,y)dy:/ob flx,y dy—l—/ flx,y)dy = /Ob(x)f(x,y)dy

Reste a déterminer b(x). On voit sur le dessin que le point (x,b(x)) est a I’inter-
section de la droite verticale d’abcisse x et de la diagonale principale. Des lors,

b(x) = x. En rassemblant les résultats précédents, on trouve

/Af(x,y)d(x,y) :/01</0xf(X,y)dy>dx.

Ceci marche pour n’importe quelle fonction f intégrable sur A car c’est la
géométrie du domaine qui détermine les bornes d’intégration, non la forme de

la fonction.

X.5 Changement de variables

Lorsque le domaine possede une géométrie « compliquée » ou simplement de
nombreuses symétries, mieux vaut d’abord essayer de « déformer » ce domaine
en quelque chose de plus simple avant d’y appliquer le théoréme de Fubini. Cette
« déformation » prend ici la forme d’un changement de variable. C’est 1’objet du
théoréme qui suit.

Théoreéme X.7 (Intégration par changement de variables). Soient A et B deux
ouverts de RN, ¢ : B— A un €'-difféomorphisme et f : A — R. On a que f est
intégrable sur A ssi f o @|detd@| est intégrable sur B auquel cas

/Af( /f ) |detd e (u)]|du.

Rappelons que dire que @ est un ¢!-difféomorphisme signifie que ¢ est de
classe €' sur B, ¢ : B — A est bijective, et ¢! : A — B est aussi de classe €.
Pour montrer qu’une fonction @ : B — A est un ¢! -difféomorphisme, il suffit de
voir que ¢ € ¢!, @ est bijective et det(d¢(u)) # 0 pour tout u € B.

On peut expliquer intuitivement cette formule par le diagramme suivant.
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On veut intégrer f sur tous les x € A. Ces x sont paramétrés par u. Lorsque x
parcourt A, u parcourt B. Donc, puisque I’intégrale en x porte sur A, celle en u se
fait sur B. Un découpage pointé {(u;, P;) : 1 <i < n} de B engendre naturellement
un recouvrement de A par des A; = @(P;) (tels que Vi # j, intA;NintA; = @) avec
des points x; = @(u;) € A;. Puisqu’on va s’intéresser aux aires des A; et P, il faut
comprendre la relation qu’il y a entre les deux. Mais puisque chaque P; est tres
petit, il est « concentré » autour du point u#;. Or une bonne approximation de ¢

pres de u; est le développement de Taylor d’ordre 1, c’est-a-dire :

A= @(B) = (i) + (@ (ui), P — uj).

Puisqu’additionner un vecteur constant a un ensemble consiste juste a le translater
de ce vecteur, I’aire de I’ensemble ne change pas. On peut donc affirmer que

vol(A;) =~ vol(d¢@(u;), P, —u;) et vol(P,—u;) = vol(P,).

Ainsi on est réduit a comprendre comment 1’aire d’un ensemble se transforme par
passage a travers une application linéaire. La valeur absolue du déterminant de
I’application linéaire donne le facteur de multiplication. Donc,

vol(d@(u;), P, — u;) = |detd @ (u;)| vol(P, — u;).
En mettant ensemble les idées précédentes, on trouve
[ 700 dx=1im Y fx) vol(a)

=1im ) f(@(u;)) |detd@(u;)| vol(P /f ) |detd@(u)|du
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A Voyons maintenant I’utilisation de ce théore-
me sur un exemple trés simple. Supposons que
--------------- nous voulions calculer 1’aire du disque D de R?

de rayon 1 et de centre (0,0). En d’autres mots,
Y nous voudrions calculer [}, 1. Il'y a de nombreuses

manieres d’arriver a la solution mais ici sup-

posons que nous voulions exploiter la symétrie de
rotation de D. Les coordonnées naturelles asso-
ciées a une telle symétrie sont les coordonnées polaires et nous aimerions refor-
muler notre intégrale dans ces coordonnées. Parler de coordonnées polaires signi-
fie choisir de repérer un point (x,y) € R? par sa distance r i I’origine et son angle

0 avec I’axe des x. Formellement, cela donne lieu au difféomorphisme
¢:[0,1] x[0,2n] = D: (r,0) — (rcos0,rsin0).
A strictement parler, ¢ n’est pas un difféomorphisme

p\pH buisque @ ({0} x [0,27[) = {0}. De plus il faudrait que ¢

soit défini sur un ouvert. Cela nous amene a restreindre ¢

a]0,1[ x ]0,2x[. On se convaincra facilement que
¢ :10,1[x]0,2%[ — D,

ot D:= {(x,y) : x> +y*> < lety#0six >0}, estun dif-
féomorphisme (voir le calcul de det d ¢ ci-dessous). Heureusement, comme D\ D
est d’aire nulle, [, = [5. La matrice Jacobienne de ¢ est aisée a calculer :

e cos® —rsin0
&(r,e)(r’e) o (sin@ rcos 0 ) ’

Des lors, detd(r,0) = det%(r, ) = rcos? 6 + rsin? @ = r > 0. Finalement,

le théoreme de changement de variables dit :

/ 1d(x,y) :/ 1-rd(r,0).
D 10,1[x]0,2x[

Puisque I’intégrale de droite porte sur un rectangle, on peut lui appliquer le

théoreme de Fubini, ce qui donne

/Dld(X,)’):/]071[(/]0’2”[1-rd@)dr:/;(r/ode)dr:ﬂ
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Finissons par une représentation graphique de ce changement de variable qui

explique pourquoi le déterminant de d¢(r, 0) est r.

A\
0+AQ -
QL-me-- . rA® Ar

AO

0 r r+Ar 1

Si on considere un petit élément d’aire carré P; au point (r, 0), disons de longueur
Ar et de hauteur AB, son image A; = @(P;) est un arc d’anneau. Si on approxime
A; par un rectangle de cotés Ar et rA8, on voit que son aire est plus ou moins
égale a rAOAr, c’est-a-dire raire(P;). Ce facteur r est exactement celui donné par

la différentielle de ¢ au point (r, 0).

X.6 Exercices

i% Exercice X.1. Calculez I’aire de I’ellipse (pleine) dont 1’équation est (x/a)* +

(v/b)?

j% Exercice X.2. En utilisant un changement de variables en coordonnées sphéri-
ques, calculez le volume d’une sphere de rayon R > 0. (Expliquez en détail com-
ment vous contournez le fait que ce changement de variables n’est pas un ¢! -dif-

féomorphisme.)

% Exercice X.3. Soitune fonction f : [a,b] — R>%: x+— f(x) une fonction continue.
Montrez que le volume de I’ensemble A délimité par rotation de f autour de I’axe

des x, i.e., de
A={(x,y,2) eR’:x€[a,b] et /y2+22 < f(x)},

est donné par 7 [ f f(x)?dx
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% Exercice X.4. Calculez le volume du tore dont le rayon du trou est R > 0 et le

rayon de la partie pleine du tore est p > 0.



Notations

Ensembles

N ensemble des naturels : 0, 1, 2, 3,...

Z, ensemble des entiers : ..., —2, —1,0, 1, 2,...

Q ensemble des nombres rationnels, c’est-a-dire des fractions p/q ot p,q € Z
avec g # 0.

R  ensemble des nombres réels ; ceux-ci comprennent les rationnels mais aussi
toutes les limites des suites rationelles de Cauchy (voir sections §6 et §6).

Fonctions

fla restriction de la fonction f a I’ensemble A. Si f : X o— Y, sa restriction a
A C X estla fonction f|4 : A o= Y : x— f(x) avec Dom(f|4) = ANDom f.

1x I’identité sur un ensemble X définie comme 1x : X — X : x> x.

pr; la projections sur la i® composante : pr;(xy,...,xy) = X;.

N

[x] est le plus petit entier plus grand ou égal a x € R. (Son existence dépend
de I’axiome d’ Archimede, voir page 68).

Alphabet grec

A o alpha |H n éta N v nu T 7t tau

B B Dbeta ® 6 theta E & xi Y v upsilon
I' v gamma |l 1 iota O o omicron | & ¢ phi

A O delta K « kappa |II m pi X x chi

E € epsilon | A A lambda | P p rho ¥ vy psi

Z § zeta M u mu Y o sigma Q ® omega
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¢'(O;RN), 189
€*(0;RN), 190
%v(A;B), 96

K, 215

P,, 195

P,(K), 215
Sy 103, 158

accroissements finis
théoreme, 183

adhérence, 104

application

bilinéaire, 173

bilinéaire, 173
bord, 105
borné, 34

inférieurement, 35, 42

supérieurement, 35, 42
borne

inférieure, 35, 42

supérieure, 35, 42
boule

fermée, 87
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Cauchy
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probleme de, 213
suite de, 95
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champ de vecteurs, 212
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classe €, 190
compact, 147
séquentiellement, 148
complété, 41
complet, 41, 70, 95
composée, 121
condition initiale, 213
connexe, 125
par arcs, 130
continue, 125, 126
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au sens large, 34
au sens strict, 34
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strictement, 31, 42, 185

d’Alembert
critere de, 201
découpage, 240
pointé, 240
décroissant, 42, 185
strictement, 42, 185
dérivée, 164
dérivable, 164
Fréchet, 226
Gateau, 226
sur un ensemble, 170
dense, 70, 113
diameétre, 240
différentiable, 226
distance, 83
Euclidienne, 85
taxi-, 85
diverger

série, 199

EDO, 211

ensemble
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fermé, 105

ouvert, 105
équivalence

classe d’, 59
exponentielle, 203

matricielle, 203

famille, 110, 144

fermé, 105

fonction caractéristique, 239
fonction dérivée, 170

frontiere, 105

Holder
inégalité de, 99
homéomorphisme, 116

inégalité
de Minkowski, 99
de Cauchy-Schwarz, 87
de Holder, 99
de Young, 99
triangulaire, 83
infimum, 45, 48-50
existence, 46
intégrable, 235, 239, 241
intégrale, 241
intérieur, 104
intervalle, 130
intervalles emboités

propriété des, 56
Jacobienne, 228

lim, 23, 34, 93

limite
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a droite, 120
a gauche, 120
inférieure, 54
supérieure, 54
locale, 145

majoré, 35, 42
majorant, 35, 42
maximum, 44, 53
local, 181
mesurable, 236
minimum, 44, 53
local, 181
Minkowski
inégalité de, 99
minoré€, 35, 42
minorant, 35, 42
monotone, 42
strictement, 42
moyenne
théoreme, 183

norme, 84

équivalente, 89, 158

o((x—a)"), 166
ouvert, 105

pavé, 240

point critique, 181, 207
ponctuelle, 145
primitive, 243

principe de superposition, 215

probleme de Cauchy, 213
produit scalaire, 172
produit scalaire, 86

propriété

des intersections finies, 144

INDEX

des intervalles emboités, 56

Rolle (théoreme), 182

série, 199

sinus, 203

sous-suite, 31, 94

suite, 21, 91
équivalence, 75
de Cauchy, 39, 95

suprémum, 45, 48-51
existence, 46

tangente, 164, 165
a I’'image, 169
théoreme
de la moyenne, 183
de Rolle, 182

des accroissements finis, 183

vitesse instantanée, 170
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volume, 241

Young
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